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DINAMICA DE COMPETENCIA

AMADO REYES

1. Introduccion

Es muy conocido el fenomeno que tiene que ver con una co-
munidad de organismos que viven en un habitat con suficiente
alimento y que se multiplican a una razon de a individuos por uni-
dad de tiempo. Por otro lado se estudia un proceso relacionado,
el cual consiste en la desintegracion de un material radioactivo a
una razon de B Unidades de masa por unidad de Tiempo. Estos
procesos no podrian ser sefialados como de competencia, ya que
para una competencia se necesita mas de un competidor. Consi-
deremos el caso de dos comunidades de organismos que compar-
ten un mismo habitat y que posiblemente la presencia de una de
las comunidades afecta de algin modo la forma de vida de la se-
gunda; estamos pues en presencia de un proceso de competencia.

Muy grande es el numero de Procesos de Competencm que
podemos advertir en la Naturaleza; mas aun, entre los mismos
hombres advertimos competencia entre grupos deportivos, grupos
economlcos, grupos sociales, entre pafses por lograr la hegemonia
pohtlca y economlca o ambas; asi aparece la guerra, una manifes-
tacion "Catastrofica" del proceso de competencia. En este trabajo
tratamos de presentar de manera sencilla una de las formas mas
populares para estudiar los fenomenos de competencias mediante
los llamados sisterr:as Dinamicos, los cuales hacenun amplio Uso
de las ecuaciones Diferenciales y otras herramientas de la Mate-
matica para obtener informaciones no solamente del presente del
Proceso, sino de su Conducta futura. Esperamos que resulte de
utilidad al amable lector.
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2. Ecuaciones Diferenciales

En lo sucesivo entenderemos como una ecuacmn diferencial
un Campo de direcciones y sus soluciones seran funciones defini-
das en algun intervalo de los reales y cuyas graficas son tangen-
tes al campo de direcciones. Sin embargo, presentamos las ecua-
ciones diferenciales en forma analftica como:

1.2 dx/dt = f(t, x)
n+1

Donde f: R™'--- R" es una funcion definida y continua en un
conjunto abierto D c R“”. Asf, para cada punto (t,x) e RM*1,
f(t,x) nos da la direccion del campo en ese punto. En el caso de
que tanto x como t sean reales se tendra que f(t,x) nos propor-
ciona la pendiente de un segmento que pasa por el punto (t,x).

Si tenemos la ecuacion diferencial
dx/dt = t-2x

Entonces f(t,x) = t-2x, el Cainpo de direcciones se presenta en la
figura A y las curvas soluciones se presentan en la figura B.

Figura A

Ve
-
7
1/
;7
, 7
’
— g
'
I"l
!
W

Figura B

Es bueno observar que entre todas las funciones x que son
soluciones de la ecuacion 1.2 hay unas que son de particular
importancia, son las llamadas solucnones de equilibrio (puntos fi-
jos) y para ellas dx/dt = 0. Asi, para determinar las soluciones de
equilibrio ponemos

2.2 f(t X) =0

y resolveremos para x. En el caso de que 1.2 sea una ecuacmn
escalar, la ecuacion 2.2 es una ecuacion con una lncogmta X,
pero si 1.2 es una ecuacion Vectorial, entonces 2.2 es un sistema
de ecuaciones para las incognitas dadas por las componentes de x.

Se precia de muy importante para las aplicaciones el hecho
que una solucnon x,de 1.2 es estable (en sentido de Lyapunov) si
dado un ndmero ¢ > 0, existe un numero & () > 0 tal que si
| %, (tg) - x,(ty)]<s(e), entonces | x, )’ 2(t)|
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para t ,<t<, y x, es otra solucion con condicion inicial en el
mismo conjunto que x,. Un caso particular muy comun es la lla-
mada estabilidad asintotica para x,, la cual exige que

It_im | x,(t)-xz(t)l = 0.

En las diferentes disciplinas se entiende por un sistema di-
namico aquel que evoluciona con el "tiempo", de ahi que cada
sistema dinamico da origen a una ecuacion diferencial de la
forma general 1.2. En general se piensa que un sistema que ori-
ginalmente estaba en el estado x, a t = t,, evolucione con el
tiempo para mostrarnos el estado X(pyen cualquier t > t,. En este
caso la expresion 12 se amplia para zener

3.2 dx/dt = f(t,x), x, = x
(tg).

3. Modelos de las Facciones Competitivas

Este trabajo esta limitado a considerar solo dos facciones en
el proceso competitivo. Dos casos estudiaremos para ilustrar un
proceso tal: el modelo general de competencia entre dos faccio-
nes y un caso particular de este modelo general, los cuales se
estudiaran por su importancia en muchos campos.

a. Modelo General

Dos especies similares de animales compiten en un habitat
donde el modelo disponible es limitado. Existen varios resultados
posibles al final de la Competencia:

a) La especie nimero uno sobrevive y la nimero dos se ex-
tingue.

b) La especie nimero dos sobrevive y la especie uno se extin-
gue.

c) Las dos especies coexisten.
d) Las dos especies se extinguen.

Cada uno de esos resultados puede expresarse en terminos de
un estado de equmbrlo de las poblaciones x, y x, de las dos es-
pecies. La ecuacion diferencial usada para modglar la dinamica
de x, y X, debe tener cuatro puntos fijos aislados.

Consideremos las siguientes ecuaciones diferenciales dinami-
cas no lineales

1.3 dx,/dt = (a -bx,-ox )x,, dx /dt = (c-vx,-dx )x
donde a,b,0,c, v,d son posmvos. Se observa que la tasa de creci-
miento per caplta, digamos de la poblacion x,, consiste de tres
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terminos, la tasa de crecimiento de la poblacion x, vista aislada-
mente, a, la tasa de crecimiento debido a la competencia intra-
especie, -bx,, y la competencia mter-egpecnes, -ox,. Una interpre-
tacion similar se puede dar _para los terminos c, -dx2 y -vx, para
la tasa de crecimiento percapita x /x

Si ha de darse una coexnstencna entre las especies significa
que el sistema de ecuaciones (1) tiene un punto fijo con x,>0,
z.>0. Ahora, un tal punto fijo puede aparecer si las ecuacuones
lifheales

2.3 bx, 1#0Xy = 8y VX ~n~dx2 =C

tienen una solucion. Si existe una solucion para el sistema en el
primer cuadrante del plano x,, X el punto fijo esta dado por:

\bd-ve bd - v

(ad-ec . be - av)

donde
ale

X
bz bd¢ ve CON adg O6c y bcgav 6
(] ed>ve con adyec Y be>aV

c/d
a/e

c/v a/b " alb /v

Se muestran los puntos fijos por .
A continuacion hacemos un analisis de la dinamica para el
caso 1. Observemos primero la linealizacion en los cuatro puntos
fijos. Denotemos cada sistema linealizado por y = Wy, donde y

son coordenadas locales en el punto fijo, entonces cada punto fijo
y su correspondiente W esta dado por

(o,0) , [a ©€
o ¢
(0.¢/d). a-oc/d o
-V¢/d -c

-a -Ga/b
(a/b, o),
c c-va/b
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/ac-ad , av-bc) , 1 b(6c-ad) 6(oc-ad)
\ vo-bd vo-bd bd-ve v(av-bc) d(av-bc)

Los puntos fijos son todos simples y su naturaleza se deter-
mina a partir de los valores propios de la matriz W, para el
punto (o0,0) los valores propios de W son a>o y c>o, entonces por
el teorema de linealizacion, el origen es un nodo inestable. Para
el punto segundo y para el tecero los valores propios son negati-
vos y entonces estamos en presencia de nodos estables. El cuarto
punto corresponde a un punto de ensilladura, ya que los valores
propios tienen signos opuestos.

Si asumimos que todos los estados iniciales en el primer cua-
drante son posibles, igualmente, lo mas posible que suceda es que
una de las poblaciones se extmga Si se quiere mas detalles sobre
la evolucion de las dos especies estos se pueden obtener del
plano de fase.

Figura C
c/d

ala .\

b. Competencia en Mejor Oferta

Considere el caso de dos sectores comerciales que ofrecen
dindero en canttdades variables a Proveedores a cambio de una
determinada mercancia. Sea X, la cantidad de pesos que el Sec-
tor nimero uno ofrece por una unidad de la mercancia de los Pro-
veedores y X., la cantidad en pesos ,que el Sector numero dos
ofrece por una unidad de la mercancia de los Proveedores; si de-
notamos por a la razon de demanda del Sector nimero uno, o la
razon de interrelacion con el segundo Sector, por d la razon de
demanda del Segundo Sector, y por v la razon de interrelacion
con el primer Sector, la dinamica viene expresada por el sistema
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2.3 dx,/dt = (a-axz)x,
dx /dt =(d + vx )x

Aqui se ha supuesto que en la relacnon con el segundo Sector
el Primero pierde recursos a una razon proporcional a la canti-
dad de pesos que ofrece el Segundo Sector por una unidad de
mercancia (-ox,), mientras que el Segundo Sector gana recursos
en su relacion Zon el Primer Sector a una razon proporcional a la
cantldad de pesos que ofrece el Primer Sector por una unidad de
mercancia (vx,).

El sistema 2.3 tiene dos puntos fijos (0,0) y (-d/v, a/o). Es
claro que el punto fijo (0,0) no tiene aplicacion. Ahora, si linea-
lizamos el sistema alrededor del punto (-d/v, a/s), obtenemos el
sistema

3.3 dy,/dt = od/v Yo
dyzlc_it = valo Y,
donde y' = x, + dfv , Y, = Xy - alo

Se observa que si y, # 0, entonces,

4.3 dy,/dyz = uzd/vza yzly.,

o Integrando se tiene que las curvas solucion son hiperbolas de la
forma:

Y-y, =1
c c/l<2
con k2 = 02 d , c es constante de integracion, y cuando c = 0
2
v©a

las hiperbolas degeneran en rectas. La situacion se ve mejor en
la figura D.

x,ﬂ\ Q 0:1— //\
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Observe que si Y, = 0, entonces X, = -d/v, es decir; el pri-
mer Sector no ofreceria pesos por la unidad de Mercancia, mien-
tras que el segundo Sector pudiera fuar una cantidad determinada
por la unidad de Mercancia, es decir, si y, = 0, y P (una cons-
tante), para obtener que x, = a/o + p. Esta SltUgCIOH solo puede
darse en el caso que se haaa desaparecer drasticamente el primer
Sector.

Es bueno hacer notar que lo razonable del comportamiento
Comercial de la situacion estudiada, dependera de la interrelacion
de los dos Sectores demandantes. Podria ocurrir que la oferta cre-
ciera sin limites, que hubiera una situacion de fluctuacion cicli-
ca, que uno de los dos desaparezca, etc. La figura D muestra la
situacion en que los dos sectores sobreviven y el caso en que el
pnmer Sector se eliminara. Se puede hacer un catalogo de situa-
ciones para tener un estudio bastante completo de los fenomenos
que ocurrieran si variamos las condiciones.

Conclusion

Esta presentacion procuro mostrar la importancia de la tec-
nica de las ecuaciones diferenciales y sus planos de fase para ex-
presar la conducta de un sistema.

Son muchos Jlos fenomenos que se pueden modelar y estudiar
mediante esta tecnica. En el modelo general hablamos de espe-
cies y en la presentacion particular nos referimos a .una situacion
comearcial, sin embargo, nos pudimos haber referido a problemas
mas concretos de nuestra propia realidad; por ejemplo, el Modelo
particular -puede ser aphcado para Modelar la conducta de la pri-
ma del dolar en nuestro pafs si nos detenemos a analizar solo las
causas nacionales.

Claro que este no seria un modelo exacto, pero si puede mos-
trarnos cualitativamente el curso de los acontecimientos en lo
que respecta al Mercado Cambiario.

Queremos, ademas, por medio de estas consideraciones, esti-
mular al lector para que se integre a la investigacion dedicada
espec;almente para dar respuestas a los problemas que ataffen a
paises como el nuestro, esto sin descuidar el interes por los
avances y los logros que en ciencia se obtienen cada dia en los
pafses desarrollados.
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