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2rologo

La Matemitica es, contrariamente a lo que algunas personas creen, como
un gigantesco edificio en permanente y acelerado crecimiento, cuyos ci-
mientos no son tan sélidos como lo es su propia estructura. Esto debe
justificarse al menos brevemente. Pero hay que dejar en claro que escribir
sobre los fundamentos de esta ciencia, justo de lo que trata de hacer este
libro, deviene en una tarea compleja y dificil.

Hablamos de crecimiento permanente, porque es una ciencia que se
enriquece dfa a dia con resultados que responden a problemas que se
encontraban pendientes por solucionarse o problemas nuevos que provienen
de otras ciencias: que provienen de la vida prictica o de las exigencias
de la misma Matemdtica. Estas exigencias corresponden a diferentes
motivaciones, como pueden ser la unificacién de teorias matemdticas
mediante abstracciones mds generales o el estudio de problemas nuevos
que surgen precisamente cuando se cuenta con resultados novedosos.

Dirfase que nuestro conocimiento es como una gran mancha cuya
frontera es lo desconocido o lo que hay que investigar. Mientras mds

Fundamentos de matemética avanzada | 11




conocemos, mds aumenta esta mancha y consecuentemente su frontera.
Es decir, crecen los problemas a investigar.

El crecimiento es acelerado, porque el volumen de articulos contentivos
de resultados matemdticos nuevos crece cada afio. Son cientos de
miles de pdginas publicadas anualmente en revistas especializadas, con
resultados matemdticos nuevos, acabaditos de hornear, escritos de manera
concisa. Hace ya muchas décadas que no hay y seguramente no habrd
nuevamente, un matemdtico conocedor de toda la Matemdtica existente
en su momento de vida. El crecimiento no es solo en la Matemitica sino
en todas las ciencias, a lo que debe sumarse el surgimiento de otras nuevas.
Todas, incluyendo las sociales y no solamente la Fisica como antes ocurrfa,
reclaman ahora respuesta matemdtica a sus problemas particulares.

Se sabia que la aplicacién de la Matemadtica a los diversos problemas
industriales, bioldgicos, econémicos, etc., redundaria en extraordinarios
beneficios. Pero estas aplicaciones carecian de sentido prictico, pues los
célculos a las soluciones de los modelos correspondientes podrian nece-
sitar mds tiempo que la vida misma. Incluso y sin exagerar, la sucesién
de varias vidas. Repentinamente nos encontramos con un desarrollo ver-
tiginoso de los cémputos electrénicos que posibilitan estos célculos en
tiempos increiblemente breves. Es asi como la Computacién facilité la
aparicién de la llamada Matematica Industrial, cuya utilizacién en los
tltimos treinta o cuarenta afios ha sido tan espectacular, que sin exagera-
cién alguna puede ser considerada como revolucionaria.

Si bien este crecimiento agigantado podria sorprender a quienes han
pensado que en Matematica todo estd hecho; la sorpresa verdadera llega
cuando afirmamos que sus cimientos no son tan sélidos como su es-
tructura aparenta. En efecto, el edificio matemadtico es fuerte porque el
rigor empleado en el trabajo ha ido evolucionando de manera tal, que si
bien siempre continuard evolucionando y serd perfectible, hoy en dia es
aceptado como bueno y los problemas de antafio han sido redefinidos y




contestados con este nuevo rigor. Es fuerte porque cada articulo arroja
resultados nuevos que aparecen publicados en las revistas de investiga-
cién matemdtica y se supone que ha sido previamente sometido a un
arbitraje internacional severo. Es fuerte porque su aplicacién diaria a las
multiples necesidades humanas es siempre exitosa. Y sin embargo clama-
mos que este sélido edificio se sustenta en una base tambaleante.

La afirmacién anterior es compartida por todos los matemdticos, por
supuesto. Pero serfa bueno que ilustremos un tanto las causas para un
ptiblico menos versado en el tema. La Matemdtica debe apoyarse en con-
ceptos primarios, como son nuestro propio lenguaje, que es la forma ma-
terial del pensamiento abstracto. Se apoya, por asi decirlo, en la nocién
de conjunto, pertenencia y funcién, en las ideas geométricas, las nocio-
nes de cantidad y de otras mediciones como dreas y volimenes. ;Y qué
sucede? La nocién intuitiva de conjunto ha sido fuente de innumerables
paradojas y contradicciones. Si todas las cosas materiales o abstractas tu-
viesen la posibilidad de ser elementos de un conjunto, ;por qué no puede
existir matematicamente el conjunto de todos los conjuntos? Solamente
un limitado nimero de especialistas en los fundamentos de la Mate-
maética conocen con relativa claridad el terreno resbaladizo que pisan al
tratar con la Teorfa de Conjuntos, originada en los trabajos del célebre
matemdtico alemdn Georg Cantor. ;Podriamos fiarnos de nuestra intui-
cién geométrica? Hace mucho que sabemos de la existencia de superfi-
cies con una sola cara, de curvas que llenan todo un espacio, de que no
existen précticamente funciones derivables en el conjunto de funciones
continuas. En cantidades (o cardinales, para ser mds precisos), sabemos
que casi no hay nimeros racionales o algebraicos en comparacién con
los irracionales trascendentes, a pesar de que son relativamente pocos
ntmeros trascendentes los que hemos identificado. También conocemos
la imposibilidad de asignar volimenes a todos los subconjuntos del es-
pacio tridimensional, si deseamos mantener un minimo de propiedades
geométricamente razonables. Estas y otras sorpresas y contradicciones
con nuestro pensamiento, originaron histéricamente periodos de ecrisis
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en la Matemdtica. Estas crisis, sin embargo, constituyeron siempre mo-
tores impulsores para cambios de ese pensamiento, remodelando teorias,
perfeccionando el rigor.

iS1, pero no! El lector tiene derecho a plantearse y a valorar la Mate-
matica que, al fin y al cabo, ha ido remodelindose, adaptindose a las
necesidades nuevas asociadas al desarrollo del conocimiento humano.
Pero lamentablemente es la propia Légica Matemdtica la que, atacdndose
a st misma, demuestra rigurosamente sus limitaciones. Fue un eminente
especialista de origen checo, de nombre Kurt Gédel, quien hacia 1931
borré de un plumazo los suefios de todos los matematicos. Por decirlo de
alguna manera aunque sea informal, Godel demostré rigurosamente que
cualquier esfuerzo para probar que los axiomas que sustentan la aritmé-
tica estdn libres de contradicciones, sera siempre baldio.

Sus conclusiones, mds generales que las expuestas de manera muy
simple en la oracién anterior, son realmente tan profundas, que ori-
ginaron un libro no dirigido a cualquier lector. El mismo no buscaba
explicar el trabajo de Gédel sino tan solo dar una idea de en qué con-
siste ese trabajo.

Lo expuesto hasta aqui, aunque realmente de manera muy informal y
breve, debe sustentar, espero, la afirmacién hecha desde el primer parrafo
de este prélogo, relativa a la dificultad y complejidad de escribir un libro
sobre los fundamentos de la Matemtica, sin que sea un tratado para
especialistas y que mantenga un rigor légico relativo y pueda ser aprove-
chado por lectores de diversos niveles. Pero no conforme con lograr ese
objetivo con este libro, el Dr. Piedra se esfuerza todavia en sistematizar y
promover el razonamiento deductivo del lector, aplicindolo a la forma-
cién de los conjuntos numéricos, un tema de trascendental importancia.
Es también un esfuerzo en la didactica, en la ensefianza de la Matemdti-
ca, donde lamentablemente abundan maestros que no tienen el dominio
requerido; pues si algo estd claro, es que para ensefiar cualquier tema




hace falta ante todo dos requisitos: dominar el tema y tener la vocacién.
q y
iQué bueno que el Dr. Piedra satisface ambos!

Respecto a los conjuntos numéricos que ocupan una parte sustancial del
libro que prologamos, debemos detenernos en su relevancia. De las mil
y una maneras en que podriamos estudiar el desarrollo de la humanidad,
una de ellas podria ser atendiendo a la idea que tenfan de los niimeros
en cada estadio. Los primeros individuos sociales, obviamente, tenfan
suficiente con los niimeros naturales para satisfacer sus necesidades. Des-
pués, es de esperarse, necesitaron las fracciones positivas. Se documenta
histéricamente que ya los babilonios y después los antiguos egipcios,
manejaban fracciones y las representaban con simbolos especiales. Mds
adelante y, aunque parezca hoy de manera tan natural, la creacién y uti-
lizacién del cero no como elemento posicional para la escritura de cifras
sino como cantidad propiamente, fue considerada por los indios y por
los mayas alrededor de la época de Cristo. Tenemos asf los nimeros na-
turales y poco a poco la introduccién de los enteros y de los racionales.
Pero los procesos de desarrollo usualmente no marchan linealmente, el
salto a los reales requirié de siglos y tuvo su inicio con los griegos y el
célebre teorema de Pitdgoras, pues se deduce del mismo que la longitud
de la hipotenusa de cualquier tridngulo rectingulo con dos lados igua-
les, no es racionalmente proporcional a la longitud de estos. Es decir,
la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo de longitud 1, tendria como
longitud un nimero cuyo cuadrado fuese 2, no existente en el terreno
de los ntimeros racionales. La aparicién de los nimeros imaginarios y de
los cuaterniones, corresponde a periodos relativamente muy recientes.

Si estudiamos la historia de los niimeros, en cierto sentido estarfamos
estudiando la evolucién de la Matemdtica; pero no totalmente desde el
punto de vista de sus fundamentos. Los niimeros, en efecto, inicialmen-
te fueron aceptados como conceptos abstractos primarios, aunque esta
denominacién no se usare. La pregunta de como definir los nimeros
rigurosamente vino con el célebre matemdtico y filésofo inglés Bertrand
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Russell, ya en el siglo xx, quien reconocié la necesidad de una respuesta
adecuada al problema. Aunque su respuesta finalmente no fuese total-
mente exacta, abri6 el camino hacia ese objetivo. Para que el lector tenga
una idea de los problemas que se plantean, podria tratar —como ejercicio
recreativo inicialmente y de complejidad insuperable después— de definir
rigurosamente el niimero 1. Pues el 1 es el 1, una cosa solamente, diria
dentro de un circulo vicioso cualquier persona. Tan complejo es este pro-
blema que el célebre matemdtico alemdn Leopold Kronecker, doctorado
en 1845 en Berlin, precisamente en temas de nimeros, sentencié que
Dios habia hecho el nimero 1 y los hombres los demis.

Por ultimo, desearia detenerme unos instantes en las caracteristicas
personales del autor. La vida da vueltas. Unas veces nos pone de un lado
y en otras, de cabeza. La madre del autor del libro, la Dra. Graciella
de la Torre, fue mi profesora justamente en Teorfa de Conjuntos y
en Topologia, en la Universidad de La Habana durante un curso
que tomé en el 1967/68 cuando cursaba mi afio de la Licenciatura
en Matemdtica. Eran tantas las interrogantes, las contradicciones
“aparentes” en los fundamentos del material estudiado, que me
parecfan incorrectos y los rechazaba por ilégicos. Asi de mal andaba
yo en aquella época estudiantil. Asi de sorprendentes son los resultados
de la Teoria de Conjuntos. Mis adelante, siendo yo profesor titular en
dicha universidad, tuve entre mis alumnos de pregrado al hoy profesor
y doctor René Piedra, autor de este libro como ya sabemos. Y luego —asf
ocurrié— todos: la Dra. Graciella, el Dr. René y yo fuimos compaferos
de trabajo en un mismo departamento docente de la Facultad de
Matemaitica y Computacién de la Universidad de La Habana, durante
muchos anos. Juntos trabajamos, juntos impartimos cursos. Creo que
estos antecedentes me avalan, me autorizan a expresar, mi opinién
positiva sobre la capacidad matemdtica del autor.

Recomiendo la lectura y el estudio de este libro porque me parece correc-
tamente escrito, porque independientemente de los aciertos y deficiencias




que a la postre pudiesen detectarse en el mismo, el autor logra a mi juicio
—y a través de su entusiasmo contagioso— abrir el prisma multicolor de la
motivacién; premisa fundamental de la educacién.

Puebla, México, 18 de junio de 2012

Dr. & Dr. Scient. Miguel A. Jiménez Pozo
Profesor-Investigador Titular

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
Puebla, México
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Introduccion

Lo deseable deberfa ser que el Sistema Educativo de cada pafs garantice
que en la ensefianza de la matemdtica se combine la abstraccién con el
clculo y la geometria. En ese sentido, el conocido matemdtico espaiol
Enrique Zuazua afirma:

La naturaleza est4 llena de formas geométricas a las que no podemos escapar y el
cdlculo es doblemente imprescindible, primero a la hora de resolver problemas
concretos v, en segundo lugar, porque el cdlculo reiterado de manera sistemdtica
conduce a la abstraccién, es como si el sistema neuronal necesitara repetir muchas
veces las mismas operaciones para sintetizarlas, automatizarlas y dar el salto a la
abstraccién. Pero también es cierto que los problemas con los que se encuentra el
ciudadano exigen, de manera creciente, de una cierta simbolizacién y abstraccién,
pues la complejidad que entrafian muchos de ellos en cualquier dmbito de nuestra
actividad, econémica o industrial, hacen materialmente imposible un abordaje

con técnicas meramente calculisticas. (2007: 127).
En un articulo titulado “Ensefiando y utilizando técnicas matemdticas

para hacer demostraciones”, escribe el matemético Daniel Solow: “La in-
capacidad para comunicar demostraciones de una manera comprensible
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ha sido perjudicial para estudiantes y profesores en todas las ramas de las
matemdticas’. (citado por Hilton, 2005: 7).

En el prélogo del libro Cémo entender y hacer demostraciones en Matemd-
ticas escrito por Solow, el matematico Peter Hilton (2005: 7) destaca lo
siguiente:

Todos aquellos que han tenido la experiencia de ensefar matematicas y la ma-
yorfa de aquellos que han tratado de aprenderlas, deben coincidir seguramente
en que entender una demostracién matemdtica es una traba para la mayorfa de
los estudiantes y muchos de ellos tratan de salvar este obsticulo evadiéndolo,
confiando en la indulgencia del profesor para que no incluya demostraciones
en los exdmenes. Esta confabulacién entre estudiantes y profesor evita algunas
de las consecuencias desagradables, tanto para el alumno como para el profesor,
producidas por la falta de dominio del tema por parte del estudiante, pero esto no
modifica el hecho de que un elemento clave de las matemdticas, probablemente
su caracteristica mds notable no ha entrado en el repertorio del estudiante. El
doctor Solow cree que es posible ensenar al estudiante a entender la naturaleza de
las demostraciones sistematizandolas.

Aunque quizds no deba aceptarse como absolutamente cierto este tlti-
mo planteamiento, si creo que hay aspectos de esa sistematizacién que
deben ayudar al estudiante a desarrollar la capacidad de entender y de
hacer demostraciones matemdticas, es por ello que decidi incluir en este
libro un capitulo 1, de cardcter introductorio, para abordar el proceso
de sistematizacién propuesto por el doctor Solow. Posteriormente, en el
segundo capitulo, estudiaremos los fundamentos de esa sistematizacién.

La importancia de la Matemdtica, como fundamento de una gran parte
de las ciencias y de la tecnologia, no lo es solo por ella tratar del espacio
y de la cantidad, y por ello servir de herramienta para modelar la reali-
dad, sino mucho mds esencialmente lo es por ella constituir el conjunto
de sistemas hipotéticos deductivos y sus aplicaciones. Por esta razén, en
la Ensefianza de la Matemdtica debe priorizarse su valor formativo vy,
méds importante que el estudio de casos particulares para aplicar férmulas
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matemdticas, lo es la obtencién de nuevos métodos y la suma de expe-
riencias mentales con que se enriquece nuestra facultad de razonamiento
légico, pues la adquisicién de una disciplina mental racional es lo mis
valioso de una educacidn cientifica.

Toda teorfa cientifica se construye a partir de un conjunto de conceptos,
llamados conceptos primarios, los cuales no se definen, sino que sirven
para definir otros conceptos de la teoria, asi como de un conjunto de
proposiciones, cuya veracidad se acepta sin demostracion, las cuales son
llamadas axiomas o postulados y sirven, en esa teorfa, para hacer las de-
mostraciones de la veracidad o falsedad de otras proposiciones. Ante esta
aseveracion, inmediatamente nos debemos preguntar: ;qué se entiende
por una demostracién vélida de la veracidad o falsedad de una proposi-
cién dada dentro de una teoria especifica?

Debe ser claro que para la validez de una demostracién se necesitard de
la construccién de un argumento que haga dicha prueba.

En los fundamentos de la Matemdtica, vistos como actualmente se ven,
se encuentra la estructura del pensamiento racional dada, en primer lu-
gar, mediante elementos de la Logica, donde la teorfa de la demostracion
mediante argumentos validos y la metodologia en la deduccién de teo-
remas a partir de axiomas u otros teoremas ya demostrados son de gran
importancia y, en segundo lugar, mediante elementos de la teorfa de con-
juntos, los cuales le ofrecen el soporte para su construccién y lenguaje.

Elementos de Légica Matemdtica y de Teoria de Conjuntos se estudian
en el segundo y tercer capitulo. En el segundo se formula una teoria de
inferencia que se adectia a todos los ejemplos tipicos del razonamiento
deductivo en Matemdtica y en las ciencias empiricas. Ademds se hace
énfasis en la traduccién a simbologfa légica de textos en espaol, como
base para la comprensién racional de estos.

Fundamentos de matemética avanzada | 21



En el tercer capitulo, mediante la aceptacién de un cierto conjunto de
axiomas, se ejemplifica la construccién de otros conjuntos y las opera-
ciones fundamentales entre ellos, y se relacionan con la estructura de
la légica estudiada en el segundo. Ademds se estudian las relaciones y
funciones, lo cual es fundamental para la comparacién de conjuntos
y para definir otras estructuras, como la de conjunto cociente y la de
conjunto ordenado.

En el cuarto capitulo se estudia el concepto de operacién binaria y se
introducen algunas estructuras algebraicas, las cuales son esenciales
para la comprensién de una definicién matemdtica formal del con-
cepto de nimero.

Las definiciones mds importantes en la Matemdtica, por ser creadoras de
nuevos conceptos, son las que se dan por axiomas, por recurrencia, o por
abstraccién, en el quinto capitulo se pone esto de manifiesto, mediante
las cuatro partes que lo componen.

En la primera parte se define el ndmero natural por axiomas y sus
operaciones por recurrencia. En la segunda, tercera y cuarta parte se
definen por abstraccién respectivamente, los enteros, los racionales y
los reales. Se destacan las inmersiones entre ellos y se concluye con la
representaciéon decimal de un ndmero real y la demostracién de que
un nimero real es racional, si y sélo si, su representacién decimal in-
finita es periddica.

Con este libro pretendemos llenar un vacio en la literatura de la Mate-
madtica en nuestro pais y en otros muchos, fundamentalmente, de habla
hispana, pues analiza elementos esenciales de los fundamentos de la Ma-
temdtica, en particular, los que tienen que ver con el desarrollo del pen-
samiento racional y abstracto, el razonamiento hipotético deductivo y la
teoria de formacién de los conjuntos numéricos en un lenguaje asequible
que, aunque sea riguroso, no peque de un excesivo formalismo y sea lo
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suficientemente sencillo en presentacién y contexto, para que permita
una ficil comprensién del lector interesado en la temdtica.

El texto puede servir de consulta tanto en cursos de capacitacién de
maestros y profesores de nivel medio o superior, como en asignaturas de
formacién matemdtica de diversos niveles y para diversos perfiles. Puede
resultar provechoso para el 4rea de ciencias y tecnologfa. En definitiva,
espero que este libro sea una lectura provechosa para todos aquellos que
les guste la Matemdtica y deseen o necesiten conocer sus fundamentos.
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La sistematizacion

Como método para entender
y hacer demostraciones
matematicas

Introduccion

El método de sistematizacién que se propone a continuacion
fue sugerido por Daniel Solow (1992) como una metodologia
apropiada para explicar las matemdticas abstractas y las técnicas
que se utilizan en una demostracién. Esta metodologia, en mi
opinién, es muy vélida cuando se inician estos estudios.

Lo primero que se debe destacar es que para entender o hacer
demostraciones en Matemdtica es indispensable aprender un
nuevo idioma y una forma nueva de razonar, para lo cual se re-
quiere mucha practica. El objetivo que tenemos en este capitulo
es que el lector adquiera los elementos basicos sobre el idioma y
la forma de razonar.



1.1. El método progresivo-regresivo

El método progreso-regresivo para hacer una demostracién en mate-
mitica es posiblemente la técnica mds usual en el razonamiento hipo-
tético deductivo. Esta técnica se emplea para hacer una demostracién
en matemdtica del tipo A — B.

Un cuadro que corresponde a este método es:

Proceso regresivo: B, = B,,—..— B, —BHB
Proceso progresivo: A — A; — ... = A,
Para concluir: A4,, — B,

El método progresivo-regresivo. Para demostrar A — B podemos su-
poner que A es verdadero y debemos obtener, como conclusién, la
veracidad de B. Cuando tratamos de determinar cémo llegar a la con-
clusién estamos usando un proceso regresivo, cuando tratamos de usar
la informacién contenida en A estamos usando un proceso progresivo.

El proceso regresivo debe iniciarse preguntando: ;cémo o cudndo pue-
do concluir que B es verdadera?, esta pregunta debe formularse en for-
ma abstracta, es decir, independiente de las particularidades del caso,
simbolos, notacién, etc, y tiene que contestarse para iniciar el proceso.
Esa pregunta Solow la llama “pregunta de abstraccion”. Cuando res-
pondemos esa pregunta de abstraccién y la particularizamos para nues-
tro caso, obtenemos una proposicién By que, de ser verdadera, tendrfa
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que ser verdadera By, es decir, tal que By implica a B, esto se simboliza
como B; — B.

En el proceso progresivo tratamos de obtener una proposicién A, que
pueda deducirse de 4, es decir, que de A ser verdadera, tendrfa que ser
verdadera Aj, lo cual se simboliza como antes 4 — A;.

Veamos el siguiente ejemplo, ampliamente analizado por Solov (1992: 23-30).

Ejemplo 1

Supongamos que dado un tridngulo rectdngulo XYZ de lados x y y e
hipotenusa z, deseamos demostrar que si el tridngulo XYZ tiene drea

ZZ

s entonces el tridngulo XYZ es isdsceles.

;Cudl pregunta puede formularse en forma abstracta para iniciar el
] g
proceso regresivo?

Proceso regresivo.
¢Seria correcta la pregunta?’:
:Cémo podemos demostrar que el tridngulo XYZ es isésceles?
La pregunta de abstraccién correcta es:

:Cémo podemos demostrar que un tridngulo es isésceles?

Es decir, en la pregunta de abstraccién no debe aparecer si el tridn-
gulo se llama XYZ o ABC o de otra manera.

Después de hacernos la pregunta de abstraccién, debemos contestarla.
Si bien puede haber diversas respuestas, debemos escoger una adecuada
a la informacién que tenemos. Una adecuada serfa: probando que tie-
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nen dos lados de igual longitud. Aplicada esa respuesta a nuestra si-
tuacién, significa probar que x = y. Esta proposicién serd B del proceso
regresivo en el cuadro que corresponde al mérodo progresivo-regresivo.

:Cudl pregunta puede formularse en forma abstracta para conti-
nuar el proceso regresivo?

Una pregunta de abstraccién adecuada seria:
:Cémo podemos demostrar que dos ndmeros reales son iguales?

Una adecuada respuesta ahora seria probando que la diferencia es
cero. Aplicada esa respuesta a nuestra situacidn, signiﬁca probar que
x—y=0. Esta proposicién serd B; en nuestro cuadro.

Pasemos ahora a desarrollar un proceso progresivo:

En nuestro caso A nos afirma que el tridngulo rectdngulo XYZ de lados

2
xy y, ¢ hipotenusa z, tiene drea T

Sabiendo que el tridngulo XYZ es rectdngulo, con hipotenuisa z y los

. x
otros dos lados x y y, tenemos que x* + y* = 2 y que su drea es X Por

2
% = x2_4+_£ . Luego podemos tomar a

x—zy = %—z como el A; en el proceso progresivo de nuestro cuadro.

tanto de A se deduce que x—zy =

Usando ahora propiedades de los nimeros reales podemos obtener: 42
como x* — 2xy + y* = 0y, luego 43, como (x - y)* = 0.

Ahora es evidente que: A3 —> B, quedando cerrado el cuadro progresivo-
regresivo.
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Una demostracién matemdtica de esta proposicién, sin hacer uso de
esta descripcion, consiste sélo en destacar que:

El drea del widgulo XYZ es % por ser un tridngulo rectdngulo y, por Pi-

, . . . X
tdgoras 2 = x* + *. Ahora, inmediatamente se obtiene que 7)/ = # ,

de donde (x — »)? = 0 y por tanto x = y, es decir, el tridngulo XYZ es

isosceles.

Antes de hacer una demostracién matemdtica, creo que presentar en
algunos casos, una descripcién del proceso como hicimos antes, asi
como hacer preguntas para que los estudiantes hagan ese proceso por
sf solos: puede ayudar a una mejor comprensién de la demostracién y
a desarrollar habilidades para hacerlas.

1.2. Cuantificadores, los métodos de demostracién por
construccién y por seleccién

Cuantificador existencial. Cuando en una proposicién se comienza
afirmando la existencia de algun objeto que cumple algo se dice que
la proposicién correspondiente estd encabezada por el cuantificador
existencial.

El método de demostracién por construccién

En ocasiones la proposicién B que se quiere deducir de 4, en 4 — B
estd encabezada por el cuantificador existencial. Es natural que en ese
caso una pregunta de abstraccion natural puede ser: ;cémo puedo pro-
bar la existencia de algiin objeto con tal propiedad?
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Durante el proceso regresivo, si alguna vez se encuentra en esa situacion,
una respuesta posible serfa: construyéndolo, aunque ésta no es la tinica.
La idea es generar (adivinar, producir, idear un algoritmo para producir,
etc) el objeto deseado. Todo depende del problema en particular, pero
en cualquier caso, la informacién de A4 serd usada para hacer el trabajo.

Cuantificador universal. Cuando en una proposicién se comienza
afirmando que cada objeto o que todos los objetos cumplen algo se
dice que la proposicién correspondiente estd encabezada por el cuan-
tificador universal.

El método de demostracién por seleccién

En ocasiones la proposicién B que se quiere deducir de 4, en A — B, estd
encabezada por el cuantificador universal. Cuando queremos probar
B, es decir, que todos los elementos de un cierto conjunto satisfacen
una propiedad, si el conjunto tiene pocos elementos podriamos pro-
bar, para cada elemento, que la propiedad requerida es satisfecha. Sin
embargo, cuando el conjunto tiene muchos elementos o una cantidad
infinita de ellos, no podriamos hacerlo o nos demorariamos demasia-
do, en ese caso podemos tener presente que para definir el conjunto
dado debe haber alguna propiedad que lo caracterice. Precisamente el
método de seleccién consiste en tomar un elemento arbitrario de ese
conjunto y usando solo la propiedad que caracteriza al conjunto, pro-
bar que entonces también cumple la propiedad que queriamos probar
que cumplen todos los elementos de dicho conjunto.

Ejemplo 2

Supongamos que queremos probar que el sistema de ecuaciones dado a
continuacién tiene solucién:
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ax + by =e

ex+dy=f

Donde a, b, ¢, d, ¢, f son nlimeros reales y ad - bc # 0. Note que lo que
hay que concluir, supuesta las condiciones sobre los nimeros reales an-
teriores, es que existen x y y que satisfacen las ecuaciones dadas. Se pue-
de llegar ficilmente, usando propiedades conocidas, a construir esos

ed - bf _ ce - af
ad-bc’? T - ad

ntmeros, x = , usando la condicién ad - b¢c # 0.

Ejemplo 3

Sea dada una funcién y = f(x), continua en un intervalo [4, 4] y diferen-
ciable en (4, 6), donde 2y & son ntimeros reales y @ < 6. Supongamos que
queremos encontrar, si existen, su valor maximo, su valor minimo y los
puntos del intervalo [a, b] donde se alcanzan.

Es natural que una pregunta de abstraccién posible sea: ;cudndo una
funcién dada tiene mdximo/minimo en [a, b]?, es decir, ;cudndo
una funcién tiene valor miximo y/o valor minimo en [4, b]2

Si bien hay varias respuestas posibles a esta pregunta de abstraccidn;
la primera puede ser usando la definicién de valor mdximo y de valor
minimo, la mds adecuada en la situacién planteada es usando el teore-
ma de extremo, es decir, cuando la funcién es continua en {4, &]. Al
particularizar la respuesta a nuestro caso obtenemos inmediatamente
que la respuesta sea afirmativa.

Para encontrar esos valores, satisfecha la existencia de ellos, una pregunta
de abstraccién natural es: ;c6mo puedo encontrar los valores mdximo y
minimo de una funcién en [a, b] en el caso que sabemos que existen?
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Si bien hay varias respuestas posibles a esta pregunta de abstraccién,
la més adecuada en este caso debe ser: encontrando todos los posibles
puntos en [, 4] donde se alcancen esos valores y escogiendo, como va-
lor maximo, el mayor de las evaluaciones de esos puntos en la funcién
y, andlogamente, el correspondiente como valor minimo.

Naturalmente esa respuesta infiere que sabemos o podemos encontrar esos
posibles puntos. Si en un punto de (2, 6) la funcién alcanza uno de esos va-
lores extremos, entonces también en ese punto se alcanza un extremo local
(esto debe haberse analizado cuando se estudia el tema) y, por el teorema
de Fermat, en ese punto, si la funcién es diferenciable, la derivada debe ser
cero. En nuestro caso la funcién es diferenciable en (g, 6).

Por tanto, los puntos del intervalo [4, 6] donde se pueden alcanzar esos
extremos son: 4, &y los puntos x de (2, b) donde £ (x) = 0.

Evaluando la funcién en cada uno de esos puntos encontramos el valor
maximo y el minimo de la funcién en [4, b], asi como los puntos donde
se alcanzan esos valores.
Observacién: Los libros que usualmente se usan en el pais como texto
para impartir los cursos de Célculo Diferencial no incluyen la demos-
tracién del teorema de extremos que hemos usado, solo aparece su
enunciado para ser utilizado.

¢ ;Cudl es la dificultad que tiene su demostracion?

* ;Deben los profesores dominar esa demostracién?

Siendo tan importante ese teorema,

o :Debe estudiarse su demostracién en los cursos de Cdlculo
universitarios?
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La respuesta a la primera pregunta es conocida, la dificultad estd en que
se debe dominar una definicién matemdtica del concepto de conjunto
de niimeros reales. La respuesta a las otras dos preguntas depende de las
siguientes preguntas respectivamente:

* ;Deben los profesores dominar una definicion matemdtica
del concepto de conjunto de niimeros reales?

* ;Debe estudiarse una definicion matemdtica del concepto

de conjunto de niimeros reales en los cursos de Cilculo uni-
versitarios o antes de estos?

Ejemplo 4

Sea dada una funcién y = f (x) continua y diferenciable en el con-
junto de niimeros reales, la cual satisface que f(~1) - (1) < 0 y que
limy » o f(x) = limy—cof (x)=0. Supongamos que queremos encon-
trar, si existen, su valor mdximo, su valor minimo y los puntos en el
conjunto de nimeros reales donde se alcanzan.

Es natural que una pregunta de abstraccién posible es: s;cudndo una
funcién como la dada tiene mdximo/minimo en el conjunto de ni-
meros reales?, es decir, ;cudndo una funcién como la dada tiene
valor mdximo y/o valor minimo en R?

Si bien hay varias respuestas posibles a esta pregunta de abstraccién,
una puede ser usando la definicion de valor méximo y de valor mini-
mo, la mds adecuada en la situacién planteada es: si existe un intervalo
(4, b], donde la funcién alcance sus valores extremos en ese intervalo
y se pueda garantizar que el valor mdximo que se alcanza en ese inter-
valo es mayor que el valor que toma la funcién en cualquier punto del
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conjunto R -[4, 4] y, andlogamente, el valor minimo es menor que el
valor que toma la funcién en cualquier punto de ese conjunto comple-
mentario en R del intervalo [, #].

Teniendo en cuenta que nuestra funcién es continua en R, y por tanto
la funcién restringida a cualquier intervalo del tipo [4, &] alcanza su
méximo y su minimo en ese intervalo, basta preguntarnos si existe un
intervalo [, #] tal que el valor que toma la funcién en cualquier punto
de R —[4, b] es menor que el que toma en algtin punto de [4, 4] y ma-
yor que el que toma en otro punto de [, &].

Usando que £ (=1) - £(1) < 0y la definicién de que limy o f(x) =
lim,—cof (x) =0, se puede lograr garantizar la existencia de ese intervalo.
El lector debera hacerlo.

Usando ahora que la funcién es diferenciable en R obtenemos que los
posibles puntos donde se pueden alcanzar esos valores extremos son
puntos donde f” (x) = 0. Evaluando la funcién en cada uno de esos
puntos encontramos el valor mdximo y el minimo de la funcién en R
y los puntos donde se alcanzan esos valores.

Observacién: El método de seleccién es usado frecuentemente en la
demostracién de teoremas como, por ejemplo:

e El que dice que toda funcién real diferenciable es continua,
donde uno considera una funcién real diferenciable arbitraria y
prueba que ella es continua.

e Fl teorema de extremo anteriormente utilizado, donde uno toma
una funcién continua arbitraria en un intervalo arbitrario [4,6] y
prueba que ella alcanza sus valores extremos.
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1.3. Los métodos de demostraciéon por contradiccion y
contrapositivo

Para demostrar A—B podemos suponer que A es verdadero y debemos
obtener, como conclusién, la veracidad de B. En el método por con-
tradiccién suponemos que A es verdadero y que B es falso, y se procura
demostrar que se cumple la veracidad y falsedad de alguna proposicion,
lo cual es una contradiccién al hecho que toda proposicién en la légica
bivalente s6lo tiene un valor de verdad posible, o verdadero o falso. Asi,
como no es posible que A sea verdadero y que B sea falso, se podria
concluir que A— B es verdadero.

En el método contra positivo sélo se supone que B es falso y se procura
demostrar, como consecuencia, que 4 es falso, lo cual prueba que A—=B
es verdadero, pues A— B s6lo es falso, si B es falso y 4 es verdadero.

Hay muchas situaciones donde se utiliza alguno de esos métodos, por
ejemplo, a veces cuando se quiere demostrar la unicidad de que un
elemento satisface algo, se supone que existan dos diferentes y se logra,
bajo ese supuesto, alguna contradiccién.

En el ejemplo 2, si (x1, y1) # (x2, y2) son soluciones del sistema dado, se
obtiene que, por ser soluciones del sistema, satisfacen:

a(xy — x1) — (}/2 —yl)
clxy — x1) = d(y2 = y1) =

Multiplicando ahora la primera ecuacién por 4, la segunda por &y
restando, obtenemos que: (a4 — b¢)(x2 — x1) = 0. Y, multiplicando la
primera ecuacién por ¢, la segunda por 4 y restando, obtenemos que:

(ad = bc)(y2—31) =0
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Si (x1, y1) # (x2, y2) se obtiene que (ad — bec) = 0y, esto es una contra-
diccién a la suposicién de que ad — be # 0.

Otra situacién, en que se usa comiinmente el método por contradic-
cién o el contrapositivo, es cuando se quiere probar la veracidad de una
proposicién que se encabeza con el cuantificador universal, Vx,P(x);
para ello se supone lo contrario, es decir, la existencia de x ocurriendo
la negacién de P(x), y llegando a una contradiccién.

Ejemplo 5. Probemos que: “Vn € N, si n’ es par, entonces n es par’.

Supongamos que exista un nimero natural 7 tal que #* sea par pero 7
sea impar. Si 7 es impar, existe # € Z tal que 7 = 24 + 1, por definicién
de impar. Entonces 72 = (2k + 1) = 4k° + 4k + 1 = 202K + 2k) + 1 y,
como 2/ + 2k es un entero si £ lo es, entonces 7 es impar, lo cual con-
tradice la suposicién de que es par. Por tanto, como no puede existir
ese ntimero natural se concluye que es cierta la proposicién enunciada
al no poder ser cierta su negacion.

Debe destacarse que muchos estudiantes tienen dificultad para expre-
sar correctamente la negacién de proposiciones en que se usan cuanti-
ficadores. En el préximo capitulo se profundiza en su estudio.

Solow (1992) destaca en su libro, que existen cuatro términos en
matemadtica que se encuentran frecuentemente cuando se tratan con
demostraciones: proposicién, teorema, lema y corolario. Asi mismo
recuerda que existen proposiciones que se aceptan sin demostracion:
los axiomas. Andlogamente recuerda qué es una definicién formal de
un concepto matemdtico, asi como la existencia de conceptos que se
aceptan sin definicién, los llamados conceptos primarios.
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Nota: El conocimiento que tengamos de las definiciones de los con-
ceptos matemdticos, asi como de la teoria precedente que estamos
estudiando, serd lo que nos ayudard a hacernos preguntas de abstrac-
cion adecuadas y nos permitird responderlas correctamente.

Por todo lo dicho anteriormente no nos podemos conformar con la
‘comprension” de un concepto matemdtico, debemos poderlo definir.

1.4. Resumen y ejercicios propuestos

La metodologfa de sistematizar las diversas técnicas generales de demostra-
cién que se usan en matematica, es un recurso muy til para el que comien-
za a estudiar la matemdtica en ese nivel y para el maestro que quiere ayudar
a sus estudiantes a entender y hacer demostraciones matemdticas.

En los siguientes capitulos daremos fundamento a lo visto aqui y desa-
rrollaremos otras técnicas muy usadas en demostraciones matemdticas

Ejercicios propuestos

Diga cuiles técnicas de demostracién usted utilizaria para demostrar
cada una de las siguientes proposiciones y explique por qué, posterior-
mente desarréllelas en forma sistemdtica destacando cada aspecto en su
demostracion.

a) La suma de dos enteros pares es un entero par.

b) El producto de dos enteros es impar si y sélo si ambos enteros
son impares.

Capitulo 1: La sistematizacién como método para entender y hacer
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¢) Para cualesquiera nimeros enteros 4,6,c, si “a divide a 67 y “b
divide a ¢”, entonces “z divide a ¢”.

d) Para cualesquiera niimeros reales x, y z si x* + y° + 2* = 1, enton-
ces el maximo valor de xy + yz + zx es 1.

¢) Para todo ntimero real x, si x > 2 entonces existe un inico nime-
2y
1+y

f) Para todo entero par 7 y entero impar m, 4 divide a mn o 4 no
divide ».

roreal y talque y <Oy x =

g) Dadas tres lineas rectas /i, by /5 coplanares, si /i y £ y son per-
pendiculares a 5, entonces son paralelas entre si.

h) En una fiesta en que hay 53 personas, al menos dos de ellas cum-
plen afios en la misma semana,

i) Para todo entero  y todo natural 7, 7 es congruente a 7 médu-
lo 7 siy sélo si # divide a m.

1 1

j) Existe m € N tal que para todo n € N, S 1
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2. Introduccidén

La Matemdtica es una disciplina compleja: es usada para describir y
modelar los objetos del mundo real y las leyes que lo rigen, es utilizada
como una herramienta fundamental para resolver problemas, en todas
las ciencias y en la tecnologia, se establece como una abstracta ciencia
deductiva y ademds como un arte donde se crean y desarrollan bellas
teorfas y demostraciones.

La deduccién matemitica y la 16gica se encuentran muy cercanas entre
sf relativamente, ya que el lenguaje de la deduccién es requerido para
ser preciso, y los simbolos de la légica le quitan ambigiiedad a nuestro
lenguaje.

Modernamente la légica se ha convertido en una materia no solo pro-
funda, sino de gran amplitud y aplicacién a otras ciencias. Por otro
lado, en la medida en que usted avanza en sus estudios, necesita usar
cada vez més correctamente el lenguaje matemdtico para poder seguir
avanzando. Cuando usted explica algo, construye un argumento para
ello. Elementos basicos para analizar y usar el lenguaje matemdtico,
asi como la misma estructura para la construccién de argumentos sean
mateméticos o no, se encuentran en la logica simbélica.

El estudio de la légica se remonta al siglo 1v a.c. cuando Aristételes la
puso a la cabeza de su sistema filoséfico como materia indispensable
para cualquier ciencia. La légica aristotélica se mantuvo casi inalterable
hasta el siglo xv1, cuando précticamente es ignorada y se mantiene sin
jugar ningtin papel relevante en el desarrollo de las ciencias hasta el
siglo x1x.
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La Légica Matemitica, como hoy la entendemos, se fundamenta ini-
cialmente en los trabajos de Frege y Peano. Un aspecto muy importan-
te de estos trabajos fue que surgieron como una necesidad en el proceso
de formalizacién de la Matematica, pues el Cdlculo Infinitesimal, que
Newton y Leibniz trazaron con gran imaginacién y que después desa-
rrollaron Cauchy, Gaus y otros, tuvo que ser precisado en la medida
que se usaban conceptos mds generales y abstractos.

Dedekind, Riemann, Weierstrauss y otros fueron sistematizando la Ma-
tematica hasta el punto de dejarla “construida”, esencialmente teniendo
como principio los nimeros naturales y las propiedades elementales de
conjuntos. Cantor, por su parte, desarroll6 la base de la Teoria de Conjun-
tos, la cual inicié llena de contradicciones que confirmaron la necesidad
de la légica, como herramienta de la matemdtica, y parte esencial de sus
fundamentos.

En el desarrollo de la légica matemdtica también estuvieron presentes
grandes dificultades: ¢l sistema de Frege, mediante el cual se preten-
dia regular el razonamiento matemaitico, tenia contradicciones. Con el
tiempo se fueron haciendo modificaciones, como los Principia Mate-
matica de Whitehead y Russel, de gran complejidad légica, a la cual le
siguieron muchas teorias, destacdndose entre ellas “La Teoria de Con-
juntos” de Zérmelo y Fraenkel, asi como la de von Neumann-Bernays-
Godel. Ambas constan de unos principios bdsicos, axiomas, y unas
reglas precisas de demostracién, que permiten deducir los teoremas
conocidos hasta el momento de la Matemdtica sin contradiccién.

No se puede poner en duda la importancia en la Matemitica de la
Teoria de la Demostracién y de la Metodologfa para la deduccién de
teoremas a partir de axiomas. Con el desarrollo de la destreza en los
razonamientos deductivos se puede proporcionar la base para estudios
de Matemdtica mds profundos y penetrantes, sin embargo, solo han
tenido un interés secundario en muchos planes de ensefianza.
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En este segundo capitulo, donde se hace una introduccién de la Légica
Matemdtica, estudiamos el dlgebra de proposiciones, los cuantificado-
res, el cdlculo de predicados, un conjunto de reglas llamadas reglas
de inferencia, la inferencia con cuantificadores y diversas técnicas o
métodos de prueba. Ademds hacemos énfasis en un uso correcto del
lenguaje, en una simbolizacién adecuada y en estrategias generales para
hacer una demostracién.

2.1. El algebra de proposiciones

En légica una oracién declarativa es una proposicién, la cual se le
llama atémica si es simple lo que asevera y, compuesta o molecular
si no lo es. Las proposiciones compuestas se construyen usando un
conjunto fijo de palabras que conectan proposiciones tanto atomicas
como compuestas.

2.1.1. Conectivos logicos

Una de las contribuciones de la 1égica a la economia y claridad de los
discursos matemdticos, es la paternidad en encontrar, que las oraciones
matemdticas pueden ser clasificadas usando un conjunto pequefio de
palabras conectivas, las cuales llamaremos, como es usual, conectivos
légicos. Los conectivos légicos mds usados en Matemdtica son: y; o,
no, si...entonces, siy sélo si.

Para comprender cémo la proposicién compuesta estd formada por
sus partes atémicas, usamos la técnica de simbolizar légicamente
la proposicién y analizar su forma estructural independiente de su
contenido. Para esto usamos letras mayusculas para las proposiciones,
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llamadas proposiciones variables, y simbolos especiales para estable-
cer los conectivos. La expresién que se obtiene es llamada: férmula
proposicional.

En la légica cldsica, que es la que estamos estudiando, una proposicién
tiene que ser o falsa, o verdadera, lo cual constituye su valor de verdad.
La tabla que se forma, atendiendo a todas las combinaciones posibles
de los valores de verdad de las partes atémicas de una férmula proposi-
cional, se denomina “tabla de verdad” de dicha férmula.

2.1.2.1 Tablas de verdad de las férmulas proposicionales compues-
tas mds simples que se obtienen con los conectivos légicos, las cua-
les definen a los conectivos

Conjuncién (y). El simbolo que se usa para la conjuncién es A.

PAQ

mim<|<|=
LIES IR /e

MiMini<

Disyuncién (o). El simbolo que se usa para la disyuncién es V.

PvQ

mmi< <=
n<|m<|O

i< <<
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Negacién (no). El simbolo que se usa para la negacién es - .
P -P
\Y F
F \

Condicional (si...entonces). El simbolo que se usa para la condicional

es — .

P Q P—Q
Y Y Y
Y F F
F Y v
F F Y

P se llama el antecedente y Q el consecuente en la condicional P—Q.

Bicondicional (si y sélo si). La bicondicional se simboliza por <>

P Q P<Q
Y Y Y
Y F F
F Y F
F F Y
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2.1.2. Agrupamiento y paréntesis, computacion del
valor de verdad

Es frecuente encontrar proposiciones que tienen més de un conectivo.
Los conectivos pueden ser usados con proposiciones compuestas de la
misma forma que con atémicas. En todos los casos habrd uno que es
el “mayor”, a ese se le llama dominante, ya que acttia sobre toda la
proposicion.

Una proposicién con la forma ( ) A () es una conjuncién, no importa
si el contenido de cada paréntesis es atémico o compuesto. Por ejem-
plo: (PvQ)AR es una conjuncién a pesar que una de las partes que la
componen sea una disyuncién.

Los paréntesis son los simbolos de puntuacién de la légica. Las propo-
siciones en que no aparecen conectivos légicos no requieren de parén-
tesis.

Adoptando algunas reglas simples acerca de la “potencia” de los co-
nectivos légicos, se pueden eliminar algunos de los paréntesis en las
proposiciones simbolizadas:

* Reglal:  El — es el mds potente de los conectivos légicos.
* Regla2:  El signo de negacién - es mds débil que cualquiera
de los otros cuatro.
* Regla3:  Tienen igual potencia: a) A y v
b) < y —

Ejemplo:

Analicemos la férmula proposicional: (PAQ)—(RvS). Suponemos que
los valores de verdad de P y R son verdaderos y los de Q y S son falsos.
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Primeramente notamos que los paréntesis no son necesarios atendien-
do a las reglas dadas anteriormente, en particular la regla 1, por lo
que podemos reescribir esa proposicién en forma equivalente como

PAQ—RVS.

Para encontrar el valor de verdad sélo necesitamos una linea de su ta-
bla de verdad, la computacién puede ser organizada en la forma de un
diagrama como sigue:

P A Q —-= R v S

Notemos que la proposicién, la cual es una condicional, con los valores
de verdad supuestos es verdadera.

2.1.3. El algebra de proposiciones

Al introducir las férmulas proposicionales, nosotros hemos abstraido
la forma de la proposicién respecto a su contenido. En esta seccion
veremos que las férmulas proposicionales pueden ser manipuladas al-
gebraicamente y que sus propiedades pueden ser aplicadas a oraciones
matemdticas muy Gtilmente.

Comencemos identificando las que tienen valor de verdad constante.
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Definicién de tautologia. Sea F una férmula proposicional. Enton-
ces F es llamada una tautologia, si y sélo si, F tiene valor de verdad
verdadero para toda posible combinacién de valores de verdad de sus
proposiciones variables componentes.

Ejemplos. Son tautologias las siguientes formulas:

e P—P
e DPv-P
e PP

Definicién de equivalencia légica. Sean F y G dos férmulas propo-
sicionales. Se dice que F y G son equivalentes, y esto se denota por
F<G, si F<>G es una tautologfa.

Ejemplos:

e P y —-P son equivalentes, es decir, P<>=-P

*» P—Q y -PvQ son equivalentes, es decir, (P—Q)<>(-PvQ)
Definicion de implicacién 1égica. Sean F y G dos férmulas proposi-
cionales. Se dice que F implica légicamente a G, y esto se denota por

F=G, si F—=G es una tautologfa.

Ejemplos. Son implicaciones légicas las siguientes:

« PAQ=P
« P=PvQ

El siguiente teorema recoge algunas de las propiedades basicas de los
conectivos légicos. Los nombres de estas propiedades son similares a
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los correspondientes para las propiedades de la adicién y multiplica-
cién de ntimeros reales.

Teorema 2.1.4.1. (Propiedades algebraicas de los conectivos
légicos)

Sean P, Q y R férmulas proposicionales. Entonces se tienen las siguien-
tes equivalencias:

1. PAQ < QAP conmutatividad
de la conjuncién.

2. PvQ & QvP, conmutatividad de

la disyuncién.
3. (PAQ)AR = PA(QAR), asociatividad de la conjuncién.
4. (PvQ)VvR < Pv(QVR), asociatividad de la disyuncién.
5. PA(QVR) < (PAQ)v(PAR), Distributividad de la

disyuncién respecto a la

conjuncion.

6. Pv(QAR) < (PvQ)A(PVR), Distributividad de la
conjuncién respecto a la
disyuncién.

7. P < P Doble negacién.

Las demostraciones de estas propiedades pueden hacerse usando tablas

de verdad.
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Nota. Hemos visto que probar a través de la definicion, usando la
definicion de dos férmulas proposicionales que son equivalentes, se
reduce a probar que la bicondicional entre ellas es una tautologia.
Para ello, segiin su definicion, basta hacer su tabla de verdad, y com-
probar que cada una de todas sus filas concluye en verdadera.

Atendiendo al cardcter transitivo de la equivalencia de proposiciones,
es decir, si P <> Q y Q <> R, entonces P« R, podemos obtener otra

forma de probar que dos proposiciones son equivalentes.

Ejemplo:

Supongamos que se probd, en el ejemplo de equivalencia légica, que
P—Q y -PvQ son equivalentes.

Probemos ahora que PvQ y -P—Q también lo son:

Se tiene que PvQ <> -~PvQ, por doble negacién, y esta tltima equi-
vale a -P—Q, por lo supuesto probado en el ejemplo.

Ahora podemos concluir, por la transitividad de ( < ), que

PvQ < -P—Q.

Teorema 1.1.4.2. (formas relativas de una condicional)

Sean P y Q férmulas proposicionales, entonces:

1. P_>Q<=> —|PVQ
2. P—>Q© ﬂQ~>—1P.
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Demostremos 2:

-Q—-P < -=Qv-P por 1
< Qv-P por doble negacién
< -PvQ por conmutatividad
< P—Q por 1.

Nota: La equivalencia 2 fundamenta el método contrapositivo de
demostracion, ;por qué?

Teorema 1.1.4.3. (de la bicondicional)

Sean Py Q férmulas proposicionales, entonces:

P<>Q <« (P—Q)A(Q—D).

La demostracién se puede hacer, y es inmediata, mediante tablas de

verdad.

Teorema 1.1.4.4. (sobre negacién) (leyes de Morgan)
Sean P y Q férmulas proposicionales, entonces:

1. ~(PAQ) <> -Pv-Q
2. =(PvQ) < -PA-Q
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La demostracién se puede hacer, y es inmediata, mediante tablas de

verdad.

El siguiente resultado es muy usado en la construccién de demostra-
ciones en matemdtica.

Teorema 1.1.4.5. (de transportacién de antecedentes)

Sean P, QQ, R férmulas proposicionales, entonces: P—(Q—R) <

(PAQ—R

Demostracién.
P—(Q—R) < -Pv(Q—R) por 1 de formas relativas de
una condicional
< -Pv(-QVR) por 1 de formas relativas de
una condicional
< (-Pv-Q)VvR por asociatividad de la disyuncién
< -(PAQ)VR por ley de Morgan
< PAQ—=R por 1 de formas relativas de

una condicional

Por tanto, P—(Q—R) <& PAQ—R atendiendo a la transitividad de
(=)
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2.1.4. Ejercicios resueltos

1. Desarrollar la tabla de verdad de la férmula proposicional
PAQ — PvR. ;Qué puede concluir?

Solucién
P Q R PAQ PvR PAQ — PVvR
Y Y Y Y Y Y
Y \Y F Y Y \Y
Y F \Y F \ Y
Y F F F \Y \Y
F Y Y F Y Y
F \Y F F F Y
F F \Y F Vv \Y
F F F F F \Y

La férmula proposicional PAQ — PVR es una tautologia.

2. Diga qué tipo de proposicién es ~-PAQ — RvS atendiendo al signo
dominante y luego use paréntesis para formar, con los elementos
de la funcién proposicional anterior una nueva proposicion que
sea:

a) Una negacién
b) Una conjuncién
¢) Una disyuncién

Solucidn:

La proposicién inicial es una condicional, pues el conectivo dominante

es —
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3.

-(PAQ — RvS) es una negacién.
-PA(Q — RvS) es una inclusidn.
(-PAQ — R)vS, también se logra en ~(PAQ — R)VS, son

disyunciones.

Pruebe que P—Q y -PvQ son equivalentes.

Solucion:

Pl Q -P | P-Q | -PvQ | (P—Q)< -PvQ
V|V F \ \ \Y
V| F F F F \Y
F |V V A \Y \
F|F \Y \Y \Y \Y

Como la bicondicional entre ellas es una tautologia, entonces son

equivalentes.
4. Pruebe que P—(Q—R) < -~(PA-R)v-Q
Solucién:
P—(Q—R) & PAQ—R Transportacién de antecedentes
< 2R—=(PAQ) 2 de formas relativas de una
condicional

< ~R—=-Pv-Q ley de Morgan

<> —Rv(-Pv-Q) 1 de formas relativas de una
condicional
<> Rv(-Pv-Q) Doble negacién
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< (Rv-P)v-Q Asociatividad de la disyuncién

< -=(Rv-P)v-Q  Doble negacién

< ~(-RA--P)v-Q ley de Morgan

< +(-RAP)v=Q  Doble negacién

< ~+(PA-R)v-Q Conmutatividad de la conjuncién

Por tanto, se ha probado la equivalencia.

2.1.5. Ejercicios propuestos

1. Construya una tabla de verdad para probar que cada férmula
proposicional dada es una tautologfa:

A)PAQ—P, b)P—=PvQ, oPAP—-Q)]—0

2. Construya una tabla de verdad para probar que las siguientes
pares de formas proposicionales son equivalentes:

A)Pv@AR yPvO a(PVR),
b)PA@VR yPAQ v (PAR

3. Use el dlgebra de proposiciones para probar cada una de las si-
guientes equivalencias légicas:

a)P<—>Q®—-P<—>—-Q,
b) (P Q) = (PA-Q) v (@n-D),
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)@ —=-rlePr-Q,
d) (P> RAQ@—>R < (PvQ) =R,
)-(PrQeP=>0, H-(Pe elPes-0.

4. Forme la negacién de cada proposicién usando, si es necesario,
las leyes de Morgan para encontrar la forma mds usada o il

a) Todos los nimeros m,n, y k son enteros,

b) El nimero 3 es impar y primo,

¢) El nimero n es un cuadrado perfecto o es primo,

d) El ndmero 9 es impar, pero no es primo,

e) Sia.b=0, entonces a=0 o b=0,

f) Sia>0y b<0, entonces a+b>0 sélo si a>|b|

g) Sia es impar, entonces su cuadrado es impar, e inversamente.

2.2. Cuantificadores. Calculo de predicados

En el estudio de la estructura interna de muchas proposiciones no es
suficiente el cdlculo de proposiciones estudiado hasta ahora, y se re-
quiere introducir alglin lenguaje que lo permita. Por ejemplo: todos
los nimeros reales que son menores que 1 son menores que 2. ;Cémo,
aceptando la veracidad de la proposicién anterior, se puede hacer una
demostracién formal légica para probar que al ser 0 < 1 entonces 0 < 2?

Para estudiar la estructura interna de proposiciones como la del parrafo
de arriba, vamos a introducir los conceptos de predicado y de cuanti-

ficador.
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2.2.1. Predicados

Una oracién como “# es un nimero primo”, en la cual el sujeto no estd
especificado, es llamada un predicado en ldgica. La letra “»”, la cual
establece el sujeto de la oracién, es llamada un objeto variable.

Un predicado simple, llamado predicado variable, se simboliza en légica
mediante una letra mayuscula seguida de uno o mds objetos variables en
una lista entre paréntesis. Por ejemplo, P(x) puede representar al predi-
cado: “x es menor que 17, (x<1).

Predicados compuestos son representados usando los simbolos usuales
para los conectivos 16gicos, junto con las variables del predicado. Por
ejemplo: P(x) — Q(x) puede representar el predicado compuesto “si
x<1 entonces x<2”.

La proposicién “2 es un nimero primo’, la cual se obtiene de sustituir
n por 2 en el predicado “n es un nimero primo”, tiene un valor de
verdad que dependié de la sustitucién que se realizd.

En general se requiere de un conjunto cuyos elementos son los posi-
bles sustitutos de los objetos variables del predicado. Este conjunto es
llamado el Universo de Discurso. Un conjunto apropiado para ser el
Universo de Discurso, en el predicado anterior, es el conjunto de nu-
meros naturales.

Conjuntos numéricos muy usados en el campo de las matemadticas son:

* conjunto de nimeros complejos, C
* conjunto de nimeros reales, R

* conjunto de nimeros racionales, Q
* conjunto de ndmeros enteros, Z

* conjunto de nimeros naturales, N
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Para simbolizar que un elemento x pertenece al conjunto A usamos el
simbolo € y leemos que x pertenece a A cuando escribimos x € A.

2.2.2. EIl Cuantificador Universal

Es ficil ver que diferentes sustituciones en un predicado como “n es un
namero primo”, pueden dar como resultado proposiciones con dife-
rentes valores de verdad.

Cuando nosotros describimos el predicado (x+1)? = x2+2x+1 como
una identidad en dlgebra, entendemos que cualquier sustitucién que
se haga de la x por un elemento especifico del universo de discurso, lo
convierte en una proposicién verdadera, esto es asi cuando el universo
de discurso es uno cualquiera de los conjuntos numéricos anteriores,
por ejemplo R. Esta es la condicién para que la proposicién, “Para
todo nimero real x, (x+1)? = x¥*+2x+1”, sea verdadera.

En légica necesitamos una regla precisa que determine el valor de ver-
dad de este tipo de proposiciones.

Definicién de Cuantificador Universal. Sea P(x) un predicado con
universo de discurso U. Entonces, “Para todo x, P(x)”, denotada por
“¥x, P(x)”, es una proposicién cuyo valor de verdad es verdadero si
para cualquier sustitucién del objeto variable x que hagamos en P(x)
por un elemento a€U, la proposicion resultante P(a) es verdadera y,
la proposicién “Vx, P(x)”, es una proposicién cuyo valor de verdad es
falso, en cualquier otro caso.

El simbolo “V” se lee “para todo” y denota al simbolo llamado “el cuan-
tificador universal”. En “Vx, P(x)” decimos que el objeto variable x ha
sido cuantificado en el predicado P(x) por el cuantificador universal.
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Otras frases en espafiol que se utilizan para leer el cuantificador univer-
sal son: “cualquiera sea”, “para cada”, etc.

Ejemplo:

“Todos los ntimeros reales que son menores que 1 son menores que 27,
se puede expresar como: “Vx, x< 1 —x <27,

Si denotamos “P(x): x<1 y Q(x): x<2”, entonces, sin usar simbologia
matemdtica, nos queda: “Vx, P(x) = Q(x)”.

Aqui no aparece explicitamente el universo de discurso en la expresién
dada en términos 14gicos, esto ocurre cuando se estd asumiendo uno
por algin tipo de acuerdo anterior en el contexto, por ejemplo, si
estamos estudiando o trabajando con el conjunto de nimeros reales,
cuando asumimos que el universo de discurso es el conjunto de los
ndmeros reales, no necesitamos escribirlo explicitamente.

2.2.3. El Cuantificador Existencial

La proposicién “la ecuacién x-1=0 tiene solucién real” es verdadera
matemdticamente. En el contexto de nuestro andlisis de predicados,
decimos que al menos una sustitucién del objeto variable en el predi-
cado x-1=0 por un elemento del universo de discurso, el conjunto de
ndmeros reales R, d4 como resultado una proposicién verdadera.

Otra vez nosotros tenemos formada una proposicién donde se cuanti-
fica un predicado.

Definicién del Cuantificador Existencial. Sea P(x) un predicado con
universo de discurso U. Entonces “existe al menos un x, tal que P(x)”,
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denotada por: “Ix, P(x)”, es verdadera, si al menos P(a) es verdadera
para alguna sustitucién a€U del objeto variable x en el predicado P(x)
¥ “Ax, P(x)” es falsa, en cualquier otro caso.

El simbolo 3, se lee existe y es usado para denotar el cuantificador exis-
tencial; en “Jx, P(x)” decimos que el objeto variable x ha sido cuantifi-
cado en el predicado P(x) por el cuantificador existencial.

Otras frases usadas en espafiol que expresan el cuantificador existencial
son: “hay al menos un”, “hay un”, “existe al menos un”, “para algiin”,

etc.

Ejemplo:

Si el predicado P(x) viene definido por x-1=0, entonces la proposicién:
“dx, P(x)” es verdadera, pues P(1) es verdadera. Aqui, igual que antes,
hemos asumido que el universo de discurso es el conjunto de nimeros
reales, aunque éste no aparece explicitamente en la expresién en térmi-
nos légicos.

2.2.4. Predicados con dos o mas objetos variables

Si dos o mas variables ocurren en un predicado, cada una de ellas
puede ser cuantificada por el cuantificador universal o el existencial.
Es indispensable usar tantos cuantificadores como variables haya para
transformar el predicado en una proposicién o en una funcién pro-
posicional.

Las reglas para determinar el valor de verdad de la proposicién resul-
tante son aplicadas de izquierda a derecha.
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Ejemplos:

»

1. “(Vx)(3y), P(x,y)” serd verdadera si la proposicién “Jy, P(a,y)
es verdadera para cada valor “a” arbitrario que se le asigne a la
variable “x” en su universo de discurso. Esto tltimo ya sabemos
lo que significa. Notemos que el valor “b” que debe tomar la va-
riable “y” en su universo de discurso para hacer verdadera P(a,b)
depende del valor “a”, es decir, a diferentes valores que se le asig-
ne a la variable “x”, en general, serdn diferentes los valores que
debe tomar la variable “y”.

2. “(Fy)(Vx), P(x,y)” serd verdadera si al menos hay un valor fijo
“b” en el universo de discurso de la variable “y” para el cual la
proposicién “Vx, P(x,b)” es verdadera. Notemos que ese valor
“b” de la variable “y” no depende del valor que tome la variable

x”, es decir, debe servir el mismo valor “b” para todos los valores
que pueda tomar la variable “x” en su universo de discurso.

Observaciones:

1. En el caso que dos variables tengan el mismo universo de discur-
s0, y ambas se vayan a cuantificar por el mismo cuantificador, se
puede usar el cuantificador una sola vez y escribir a continuacién
ambas variables separadas por comas. Por ejemplo, es lo mismo
decir:

i) (Vx9), Plxy) y (Vx)(Yy), Px,),
ii) 3x), Plxy) y 3x)(3Fy), Plx.y)

2. Si queremos destacar explicitamente el universo de discurso U,

lo podemos hacer, respectivamente para cada cuantificador, de la
siguiente forma: (Vx€U),P(x) y (Ax€V),P(x)
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2.2.5. Negacion de proposiciones encabezadas por
cuantificadores

Recalcamos que una proposicién es verdadera si y sélo si su negacién
es falsa; lo cual se deduce inmediatamente del hecho que el valor de

verdad de una proposicién es siempre el opuesto al de su negacién.

Atendiendo a lo anterior se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.5.1. (de negacién de cuantificadores)

Sea P(x) un predicado con universo de discurso U. Entonces son equi-
valentes las siguientes pares de proposiciones:

. —-(Vx, P(x)) y Ix, -P(x)
. —1(3)(, P(x)) y Vx, -P(x)

La demostracién es una reiteracién del significado de cada proposicién.

Ejemplos:

1. Eslo mismo decir que no todas las personas son valientes, a decir
que existe al menos una persona que no es valiente.

2. ~(3x, x’=-1) , es lo mismo que decir, Vx, x> = -1
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2.2.6. Ejercicios resueltos

1. Simbolice completamente, destacando un universo de discurso,

U, adecuado:

a) Todos los gorriones son pdjaros.
b) Ningtn tirano es una persona justa.

c) Sélo las personas son racionales.
d) Todos los péjaros y todos los peces son animales.

e) No todos los hombres son inteligentes.

Respuestas de 1:

a) G(x): x es un gorrién
P(x): x es un pdjaro
U: el conjunto de animales

b) T(x): x es un tirano
J(x): x es justo
U: el conjunto de personas

¢) P(x): x es persona
R(x): x es racional
U: el conjunto de seres vivos

d) P(x): x es un pdjaro
F(x): x es un pez
A(x): x es un animal
U: el conjunto de seres vivos

e) H(x): x es un hombre
[(x): x es inteligente
U: el conjunto de seres vivos
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Vx, G(x)—P(x)

Vx, T(x)—-J(x)

Vx, R(x)—P(x)

Vx, [P(x)—=AW)] A [Fx) = A()]

-(Vx, Hx)—I(x))




. Nota. -(¥x, H(x) = I(x)) equivale a decir 3x, H(x)A-1(x)

La equivalencia anterior se obtiene inmediatamente usando la nega-
cién de cuantificadores y que:

~(H(x) = I(x)) < ~(-H(x)AI(x)) por 1 de teorema 2.1.4.2.
< H(x)A-I(x) por teorema 2.1.4.4. (leyes de Morgan)

En espafiol se dirfa: existen hombres que no son inteligentes, lo cual
equivale a decir que no todos los hombres son inteligentes.

2.2.7. Ejercicios propuestos

1. Asuma que ser particular, ser eficiente, ser artistico y ser bonito
tienen significado matemdtico en el conjunto de nimeros natu-
rales y use el diccionario siguiente en lo que sigue:

P(x): x es particular
E(x): x es eficiente
A(x): x es artistico.
B(x): x es bonito.

A. Traduzca cada proposicién en simbolos l6gicos, usando como
universo de discurso el conjunto de nimeros naturales:

a) Todo ntimero eficiente es artistico.

b) Hay ntimeros artisticos que son bonitos

¢) Hay ntimeros particulares que no son artisticos.

d) Hay ntimeros que son bonitos y son eficientes, pero no
todos los eficientes son bonitos.

e¢) Todo ndmero es artistico o particular
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B. Traduzca cada proposicién al espafol, teniendo en cuenta el
diccionario anteriormente dado.

a) (Vx €E M)[P(x) — Bx)]
b) (Ax € N){[P(x) A B(x)] A —E(x)}
c) (VxE N)[A(x) v E(x) = B(x) v P(x)]

2. Forme la negacién de cada uno de los enunciados del ejercicio
anterior, tanto en forma simbélica como en espanol, y empleé las
propiedades que necesite para expresar esa negacién en la forma
mas usada o Gtil.

3. Forme la negacién de cada una de las siguientes proposiciones y
decida, usando sus conocimientos aritméticos y algebraicos, sus
valores respectivos de verdad.

) @x, yERNVE+y =x+))

b) (Vx, yERIVLE + Y =5+ ]

) (Vx, yER[x+y=0—> x=0Ay=0]
d @xER <]

e) (Vx, y ERE +y* = 2]

2.3. Reglas de inferencia

En este punto estudiaremos las reglas bésicas que se siguen para establecer
un razonamiento o argumento desde el punto de vista de su estructura,
es decir, haciendo abstraccién de su contenido. Paralelamente veremos
la estructura de una demostracién légica formal, la cual es, en esencia,
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la estructura de una demostracién en matemadtica. Por dltimo veremos
algunas técnicas de demostracién.

Un razonamiento o argumento en l4gica estd compuesto por un con-
junto de proposiciones, llamadas premisas y una proposicién, llamada
conclusién. El conjunto de premisas debe ser consistente, es decir,
debe poder existir una asignacién de certeza mediante la cual todas
ellas sean verdaderas.

Una demostracién légica de que un argumento es vélido estd formada
por un conjunto ordenado de proposiciones, cada una de las cuales
para ser incluida en dicho conjunto ordenado tiene que cumplir con
alguna cierta regla que le permite su inclusién en ese orden y, donde
la tltima proposicién es la conclusién del razonamiento o argumento.

Las reglas de inferencia son las reglas que permiten incluir proposi-
ciones en una demostracién légica de un argumento, es decir, en el
conjunto ordenado de proposiciones que conforman la demostracién
légica de su validez.

Recordemos que como estamos haciendo abstraccién de los contenidos
de las proposiciones, aunque digamos proposiciones debe sobreenten-
derse que estamos diciendo férmulas proposicionales.

Por supuesto, un principio basico que deben poseer estas reglas es

que si las premisas de un argumento son todas verdaderas y el ar-
gumento es vilido, entonces la conclusién tiene que ser verdadera.
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2.3.1. Reglas basicas de inferencia

A continuacién vamos a enunciar un conjunto de reglas, las cuales en
nuestro contexto son las reglas de inferencia bédsicas que vamos a consi-
derar como vilidas para su uso en las demostraciones 16gicas.

* Regla de la Premisa. Sea P una férmula proposicional. Entonces, si
P es una premisa, P puede ser incluida en la demostracién.

* Regla de la Tautologia. Sea P una férmula proposicional. En-
tonces, si P es una tautologia, P puede ser incluida en cualquier
demostracién.

* Regla de la Equivalencia. Sean P y Q férmulas proposicionales
y P<=Q. Entonces, si P ha sido incluido en una demostracién, Q
puede ser incluido.

* Regla del Modus Poniendo Ponens (PP). Sean P y Q férmulas
proposicionales. Entonces, si P y P—=Q han sido incluidas en una
demostracién, Q puede ser incluido también.

* Regla del Modus Tolliendo Ponens o de la disjuncién (TP). Sean
P y Q férmulas proposicionales. Entonces, si PvQ y =P han sido
incluidas en una demostracién, Q puede ser incluida también.

* Regla del Modus Tolliendo Tollens (TT). Sean P y Q férmulas
proposicionales. Entonces, si P—Q y =Q han sido incluidas en una
demostracién, =P puede ser incluida también.

* Regla de la Simplificacién (S). Sean P y Q férmulas proposiciona-

les. Entonces, si PAQ ha sido incluida en una demostracién, tanto
P como Q pueden ser incluidas también.
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* Regla de la Adjuncién (A). Sean P y Q férmulas proposicionales.
Entonces, si P y Q han sido incluidas en una demostracién, PAQ
puede ser incluida también.

* Regla de la Adicién (LA). Sean P y Q férmulas proposicionales.
Entonces, si P ha sido incluida en una demostracién, PvQ puede
ser incluida también.

* Regla de la simplificacién disyuntiva (DP). Sea P una férmula
proposicional. Entonces, si PvP ha sido incluida en una demostra-
cién, P puede ser incluida también.

Nota. Notemos que le estamos llamando reglas, pues no estamos in-
teresados en que sean independientes unas de otras, es decir, algunas
de las reglas que estamos dando pueden ser deducidas de otras que
aparecen en dicho conjunto de reglas dado.

Si estuviéramos haciendo un desarrollo formal de la 16gica tendriamos
que tener mucho mds cuidado para definir los axiomas correspondien-
tes de la teorfa, los cuales harfan el papel que para nosotros hacen las
reglas.

2.3.2. Técnicas de demostracion

En muchas ocasiones, en el argumento que queremos demostrar que
es valido, la conclusidén es una condicional, es decir, tiene la forma

P—Q.

Atendiendo al principio bdsico de la validez de un argumento, “si cada
vez que las premisas son todas verdaderas la conclusién también tiene
que ser verdadera”, la regla llamada, “la prueba de la condicional”, que
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a continuacién se describe, nos brinda un procedimiento o técnica para
hacer tal tipo de demostraciones.

e Prucba de la condicional (CP). Sean Py Q férmulas proposicio-
nales. Si de introducir P como premisa, a un conjunto de premisas
dados de un argumento, se logra incluir légicamente a Q en una
demostracién, entonces se puede incluir, como consecuencia de las
premisas originales del argumento, a P—>Q en la demostracién de
su validez.

Ejemplos:

1. Sean B, Q y R férmulas proposicionales. El argumento que tiene
a P—Q y Q—R como premisas y a P->R como conclusién, es un
argumento vilido. (Llamado: Regla del silogismo hipotético).

Demostracion:
1) P—=Q Premisa
2) Q—=R Premisa
3) P Premisa Introducida.
4) Q PP1y3
5) R PP2y4
6) P—R CP3y5.

2. Sean B, Q, R, S y M férmulas proposicionales. El argumento que
tiene a SA(-PvM) y M—QVR como premisas y a P—>(-Q—R)

como conclusién, es un argumento vélido.

Demostraciéon:
1) SA(=PvM) Premisa
2) M—QvR Premisa
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3) -PVvM S1

4) P Premisa Introducida
5) --P Equivalencia 4

6) M TP3y5

7) -Q Premisa Introducida
8) QVR PP2y6

9) R TP7y8

11) P—(-Q—R) CP 4y 10.

Nota. Notemos que cada vez que se incluye una premisa introduci-
da en la demostracion, es decir, una premisa que no formaba parte
de las premisas del argumento, la proposicion que se incluye, y las
subordinadas a ella, deben ocupar otra columna a la derecha. Asi
se van formando bloques de demostraciones subordinadas, pero al
aplicar la prueba de la condicional logramos incluir, en el bloque
principal de la demostracion, una proposicion del tipo P—Q.

Por otro lado, una fé6rmula proposicional como PA-P, la cual es siem-

pre falsa, es llamada una contradiccién. Como una contradiccién es

siempre falsa, no puede ser deducida de un conjunto de premisas que

sea consistente. Esto justifica la siguiente regla, la cual es una técnica de
demostracién, llamada prueba indirecta o por contradiccién.

* Prueba Indirecta, (IP). Sea P una férmula proposicional. Si por
introducirse como premisa la negacién de P a un conjunto de
premisas de un argumento para la demostracién de su validez, se
puede incluir légicamente como consecuencia una contradiccién,
entonces P se deduce légicamente del conjunto de premisas del
argumento y, por tanto, puede incluirse en la demostracién de que
dicho argumento es vilido.
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Ejemplos:

1. Sean P, Q, Ry S férmulas proposicionales. El argumento que tiene
aPvQ, P—R y Q—S como premisas, y a RvS como conclusidn, es
un argumento vélido. ( llamada Regla del silogismo disyuntivo)

Demostracion:
1) PvQ Premisa
2) P—R Premisa
3) Q—S Premisa
4) =(RvS) Premisa Introducida
5) -RA-S Ley de Morgan en 4
6) -R S5
7) =S S5
8) -P TT2y6
9) -Q TT3y7
10) —|P/\—|Q A8 y 9
11) -(PvQ) Ley de Morgan en 10
12) PvQ)A-(PvQ) Alyl1l
13) RvS IP o Contradiccién 4 y 12.

Asi queda demostrada la regla del sigolismo disyuntivo.

2. Se desea probar que P se sigue légicamente de las premisas “QVR,
-P—-R y Q

Demostracién:
1) -QvR Premisa
2) -P—=R Premisa
3)Q Premisa
4) =P Premisa Introducida

Fundamentos de matematica avanz



7) Qa-Q A3y6
8) P IP o Contradiccién 4y 7.

2.3.3. Reglas con predicados y con cuantificadores

En légica y en matemdtica se usa el simbolo = para conectar diferentes

nombres de un mismo objeto. Esto motiva tener la siguiente regla:

* Regla de la Sustitucién. Sea S un predicado que contiene el obje-

to variable o fijo x, y supongamos que x=z. Entonces, si S ha sido
incluido en una demostracién, el predicado que se forma de sus-
tituir a x por z, en una o mas ocurrencias en S, puede ser incluido
también.

Las reglas de inferencia bésicas estudiadas no incluyen el uso de
cuantificadores. Para cada cuantificador veremos dos reglas o leyes:
la de especificacién y la de generalizacién.

Ley de Especificacién Universal (UE). Sea P(x) un predicado con
universo de discurso Uy zEU. Entonces, si Vx, P(x) ha sido inclui-
do en una demostracién, P(z) también puede ser incluido en ella.

Ejemplos:

1. El argumento que tiene a las proposiciones: todo niimero divisible

por 2 es par, 4 es impar o divisible por 2 y 4 no es impar, como
premisas, y que tiene a 4 es par como conclusién; es un argumento
vélido.
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Primero simbolicemos:
P(x): x es divisible por 2, Q(x): x es par, R(x): x es impar.

Demostracion:
1. Vx, P(x)—Q(x) Premisa
2. R(4)vP(4) Premisa
3. -R(4) Premisa
4. P(4)—Q4) Especificacién Universal %4 en 1.
5. P(4) TP2y3
6. Q(4) PP 4y5.

2. El argumento que tiene a las proposiciones: todos los santiague-
ros son cibaefios, todos los cibaefios son dominicanos, y Miguel
es santiaguero, como premisas, y a Miguel es dominicano como
conclusién; es un argumento valido.

Primero simbolicemos:
P(x): x es santiaguero, Q(x): x es cibaefio, R(x): x es dominicano

Demostracioén:

1) Vx, P(x)—Q(x) Premisa

2) Vx, Q(x)—R(x) Premisa

3) P(Miguel) Premisa

4) P(Miguel) >Q(Miguel) Especificacién Universal Miguels en 1,
5) Q(Miguel) PP3y4

6) Q(Miguel)—=R(Miguel) Especificacién Universal Miguel /- ep 2.
7) R(Miguel) PP 5y 0.

e Ley de Generalizacién Universal (UG). Sea P(x) un predicado
con universo de discurso U. Si y es un elemento general o arbitra-
rio de U, es decir, no tiene especiales especificaciones, y P(y) ha
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sido incluido en una demostracion, entonces, ¥x, P(x) puede ser

incluido también.

Ejemplos:

1. El argumento que tiene como premisas a Vx, x<1—>x<2 y Vx,

x<2—>x<3, y tiene como conclusién a Vx, x<1—>x<3, es un argu-

mento vilido.
Demostracién:

1) Vx, x<1—=x<2
2) Vx, x<2—>x<3
3) x<1—>x<2
4) x<2—x<3
5) x<1—=x<3
6) Vx, x<1—=x<3

Premisa

Premisa

Especificacién Universal x/x en 1.
Especificacion Universal x/x en 2.
Silogismo hipotético 3 y 4.
Generalizacién Universal en 5.

2. Todos los pdjaros son animales, todos los ruisefiores son pdjaros; por

tanto, todos los ruisefores son animales.

Simbolicemos:

P(x): x es un ruisefior, Q(x): x es un pdjaro, R(x): x es un animal

Demostracion:

1) Vx, Q(x)—R(x)
2) Vx, P(x)—Q(x)
3) P(x)=Q(x)
4) Q(x)—R(x)
5) P(x)—R(x)
6) Vx, P(x)—R(x)

Premisa

Premisa

Especificacion Universal x/x en 2
Especificacién Universal x/x en 1
Silogismo hipotético 3 y 4
Generalizacién Universal en 5.
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Ley de la generalizacién existencial (EG). Sea P(x) un predicado y
z un elemento de su universo de discurso. Entonces, si P(z) ha sido
incluido en una demostracién, 3x, P(x), puede ser incluido también.

Ejemplos:

1. Sea P(x) un polinomio de variable x. Suponga que P(5)=0 es cierto.
Entonces usted puede asumir como cierto que Ix, P(x)=0.

2. Si en una graduacion José se gradué con honores, podemos concluir
que en esa graduacién hubo al menos un graduado con honores.

Ley de especificacién existencial (EE). Sea P(x) un predicado con
universo de discurso U, Entonces, si (3x, P(x)) ha sido incluido en una
demostracién, P(a) puede ser incluida para algin a€U con propieda-
des especiales, no un miembro general de U.

Ejemplos:

1. En cilculo se prueba que existen funciones que son continuas pero
que no son derivables en cero. Entonces un encabezamiento que
diga “sea f una funcién continua y no derivable en cero” es posible
y tiene sentido hacerse.

2. Si la proposicién: “En esta graduacién existen estudiantes que se
g
raduaron con honores” es cierta, sabemos que en el predicado “x
q
se eradud con honores”, podemos sustituir la x por algiin nombre
g g
que hace a la proposicion resultante verdadera.

Prueba por casos.- Una técnica de demostracién, muy usada en ma-
temdtica, es la llamada prueba por casos, la cual estd sustentada en la
regla de inferencia que dice: si P v @, P— Ry @ — R han sido inclui-
dos en una demostracién, también puede ser incluida R.
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Esta regla se puede deducir aplicando primero la regla del silogismo
disyuntivo, mediante la cual se incluye a R v R, y después la simplifica-
cién disyuntiva con la que podemos concluir e incluir a R.

Ejemplo:

Sabemos que todo niimero entero es par o impar, es decir:
Vu€2)3kEZ), (n=2kv n=2k+1)

Probemos que: (Vn € 2)(3k € Z), (n* = 4k v n* = 4k +1) y para ello,

haremos una demostracién por casos como se harfa en matematica:

Caso 1.  Sines par, entonces existe un entero £ tal que 7 = 24y, por
tanto, 7’ = (2k)* = 4/

Caso 2. Si 7 es impar entonces existe un entero 4 tal que # = 24 + I
¥, por tanto, 7* = 2k + 1)2 = 4(F + k) + 1

Como £y #* + k son niimeros enteros, queda probado que:

VnE€Z2)@kEZ), (n* =4k v n* = 4k +1)

2.3.4. Lainduccion matematica
Una técnica de demostracién de la validez de un argumento de la for-
ma V7 € N, P(n), se basa en la propiedad inductiva de los naturales, la

cual serd estudiada con detenimiento en el capitulo V.

Esta propiedad dice: Sea S € NV cumpliendo con las propiedades si-
guientes:
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1)1€S y 2)Paratodon,sinE Sentoncesn+ 1 E S
Entonces se puede concluir que: § = V

Nota. La técnica consiste en probar que P(1) es verdadero y, que la
proposicién, Yn € N, P(n) — P(n + 1) también es verdadera; pues
en dicho caso, habriamos probado que el conjunto S = {n € N: P(n) es
verdadero} coincide con todo el conjunto de niimeros naturales, como
una consecuencia de la propiedad inductiva enunciada mds arriba.

n+2
1
Ejemplo: Probemos que: ( 1+ 3 ) < n + 2 para todo nimero
natural n. 7

Demostracion. Para # = 1, es verdadera, pues:

11“21134364210312
tA2) T\t 3 T\ Ty Tyt

n+2
1
Supongamos que: ( 1+ 2 ) <n+ 2

1
n+3 D)

Como 1+ , entonces:
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n+3 n+3 n+2
1 1 ) 1 | 1
I+ n+3 <\l+ n+2 | * n+2 ¥ n+2

<(n+2)<1+ ! ) =n+3.

n+2

La tGltima desigualdad se sigue por la suposicién de la validez de P(n).

Por tanto, hemos probado P(1) y que es verdadera la proposicién Vn €
N, P(n) = P(n + 1). Luego queda demostrada que

n+2
1
(1 M— ) <n+2 paratodo nimero natural .

Una variante de la técnica de induccién matemdtica es la llamada in-
duccién completa.

La prueba de la veracidad de V7 € N, P(n), se obtiene mediante
induccién completa si:

1) Se demuestra que (1) es verdadera y

2) De asumir que P(j) es verdadera para jE Ny 1 < j = 7, se de-
duce que P(7 + 1) es verdadero también.,
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Ejemplo de demostracion por induccion completa:

Supongamos que la sucesién (4,) viene definida en forma recurrente por:
a;=1,a4y=3,va,,=34,, - 2a,, paratodo n € N.
Encontremos el patrén de formacién de 4, , es decir, una manera de ex-
presar 4, explicitamente en funcién de 7, y luego demostremos, usando

induccién completa, que ese patrdn es valido.
Al escribir los primeros cinco términos obtenemos: 1,3,7,15, y 31, y
encontramos asi que un patrén para esos cinco primeros términos es

a,=2"-1.

Demostremos que ese patrén es vilido para todo » € V. Sabemos que
a;=1=2"-1, por tanto se cumple paran = 1.

Vamos a demostrar que si se cumple que 2j=2/ -1, paral sj<sn+ 1,
entonces también se cumple para 4,,, .

Notemos que en este caso debe probarse que la proposicién se cumple
tanto para » = 1 como para z = 2. ;Por qué?

También se cumple para 7 = 2 pues 2, =3 =22 - 1

Supongamos que ;=2 - 1, parajE Ny 1 sj=<n + 1, entonces:
Gyr=3a,,—2a,=32" = 1)=2(2"=1) =321 =3 22w 4 2 =2m2_ |,
Aqui probamos que P(1) y que P(2) son verdaderas y, que si P(j) es
verdadera para jE Ny 1 sj s n + 1, entonces P(n + 2) también lo es;

lo cual equivale a haberse probado por induccién completa que P(n) es
verdadera para todo n EN .
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Por tanto #, = 2" - 1, para todo niimero natural 7.

En el capitulo IV se hard un estudio mds profundo de la induccién
matemdtica y de las definiciones recursivas.

2.3.5. Ejercicios resueltos

1. Demostrar -B, si se tienen las siguientes premisas: JAB — S, -SvT,

-T y].

1) JAB—S Premisa

2) -SvT Premisa

3) T Premisa

4)] Premisa

5) B Premisa Introducida

6) JAB Ady5

7) S PP1y6

8) -S TP2y3

9) SA=S A7y8

10) -B IP o Contradiccién 5y 9.

2. Demostrar =D, si se tienen las siguientes premisas: D—W, Av-W

y ~(DAA).

1) D->W Premisa

2) Av-W Premisa

3) =(DAA) Premisa

4) -Dv-A ley de Morgan

5) D Premisa Introducida
6) A% PP1y5

7) A TP2y6
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9) An-A A7y8
10) -D IP o Contradiccién 5y 9.

. Demostrar D—C, si se tienen las siguientes premisas:

A—(B—C), -DVA y B.

1) A—»(B—C) Premisa

2) -DvA Premisa

3)B Premisa

4) D Premisa Introducida
5) A TP2y4

6) B—C PP1y5

7) C PP3y6

8) D—C CP4y7

. Demostrar P—=(~Q—>R), si se tienen las siguientes premisas:

SA(-PVvM) y M—=QVR.

1) SA(-PVM) Premisa

2) M—QvR Premisa

3) -PvM S1

4) P Premisa Introducida

5) M TP3y4

6) QvR PP2y5

7) -Q—R 1 de relativa a la condicional

8) P—>(-Q—R), CP4y7




5. Demostrar Vx, F(x)—>-D(x), si se tienen como premisas:

Vx, D(x) = M(x) y Vx, F(x)—=>-M(x).

1) Vx, F(x) = -M(x) Premisa

2) Vx, D(x) = M(x) Premisa

3) F(x) = ~-M(x) UE. x/xen 1

4) D(x) = M(x) UE. x/x en 2

5) F(x) Premisa Introducida
6) -M(x) PP1y5

7) -D(x) TT4y6

8) F(x) = -D(x) CP5y7

9) Vx, F(x) = -D(x) UG 8

2.3.6. Ejercicios propuestos

1. Asuma las propiedades y definiciones del dlgebra elemental y pruebe
en forma matemdtica las propiedades dadas. Exprese como premisas
las definiciones y propiedades usadas en cada demostracién mate-
mitica, y simbolice y demuestre la validez del argumento corres-
pondiente en forma légica.

a) La suma de dos enteros pares es un entero par.

b) El producto de dos enteros es impar si y sélo si ambos enteros
son impares.

c¢) Para cualesquiera nimeros enteros a, b, y ¢, si “a divideab” y “b
divide a ¢”, entonces “a divide a ¢”.

d) Para todo entero x y todo natural n, x es congruente a n médulo
n siysélo sin divide a x. 1 1

¢) Existe m € N tal que paratodon €E N, > —
2n+1  mn

0 2: Introduccion a la 16gica matematica



2. Asuma las propiedades y definiciones del dlgebra elemental. Pruebe
en forma matemdtica, o dé un contraejemplo en el caso de ser fal-
sa. Exprese como premisas las definiciones y propiedades usadas en
cada demostracién matemdtica, simbolice y demuestre, en el caso
de ser vélido, en forma l6gica la validez del argumento correspon-
diente.

a) Para todo nimero natural #, #* — # + 41 es un nimero primo.
b) Para todo nimero real a, |a| = a.

¢) Para todo ndmero real x, |x+3| = |x+2|.

d) Para todo entero n, #n* + n + 1 es impar.

3. Simbolice completamente y luego demuestre que el argumento es
valido.

a) El agente que encontrd el arma estaba en el apartamento. Cual-
quiera que estuviera en el apartamento estaba en la ciudad. Si
alguien estaba en Bdvaro no estaba en la ciudad. José estaba en
Bévaro. Por tanto, José no es el agente que encontré el arma.

b) Todos los niimeros positivos son mayores que cero. Tres es un
numero positivo. Tres es igual a dos mas uno. Por tanto, dos mas
uno es mayor que cero.

¢) Todos los miembros del comité viven en la ciudad de Santiago.
El presidente de la sociedad es un miembro del comité. La sefo-
rita Lépez es la presidente de la sociedad. Por tanto, la senorita
Lépez vive en la ciudad de Santiago.

d) Jorge pudo haber visto el auto en que uy6 el asesino. Pedro fue el
primer testigo de la defensa. Jorge estaba en la fiesta o Pedro dio
testimonio falso. Nadie en la fiesta pudo ver el auto en que uyé el
asesino. Por tanto, el primer testigo de la defensa dio testimonio
falso.

e) Daniel Rey era matemdtico. Ningiin matemitico ignora los te-
mas que estudia el cdlculo infinitesimal. Don King escribié sobre
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f)

g)

h)

todas las cosas que el no ignoraba. Don King era Daniel Rey.
Por tanto, si las sucesiones de Cauchy es un tema que estudia el
cdlculo infinitesimal, entonces Don King escribi6 sobre ellas.
Todos los miembros de nuestro grupo trabajan en la obra teatral
o en la preparacién de ella. Los que trabajan en la obra teatral
estdn ensayando. Los que trabajan en la preparacién de ella estin
pintando el salén. Por tanto, si Julio es miembro de nuestro gru-
po, entonces estd ensayando o pintando el sal6n.

Cada chico es mas joven que su padre. Carlos es un chico que
no es mas joven que Raul. Cualquiera que esté casado con Mar-
garita es el padre de Carlos. Por tanto, Rail no estd casado con
Margarita.

Todas las nifas de la familia Martinez estdn en el cuadro de ho-
nor de la Escuela. Eva es una nifia de la familia Martinez. El que
recibié el premio de matemdtica no estaba en el cuadro de honor
de la Escuela. Por tanto, Eva no recibié el premio de matemadtica.
Cada tema en esta leccién es una parte de la Topologia. Cada
persona que puede resolver problemas en una parte de la Topo-
logia tiene mentalidad matemadtica. Maria es una persona que
puede resolver problemas sobre Espacios de Banach y los Espa-
cios de Banach es un tema en esta leccién. Por tanto, Maria tiene
mentalidad matemdtica.

Todo aquel que quiera a José escogerd a Abel para su equipo.
Abel no es amigo de nadie que sea amigo de Julio. Luis no es-
cogerd a nadie que no sea amigo de Carlos para su equipo. Por
tanto, si Carlos es amigo de Julio, entonces Luis no quiere a José.

. ¢Cuél es el error en el argumento de la siguiente demostracién de la

proposicidn, la cual es evidentemente falsa: “En cualquier conjunto

de n personas todas tienen el mismo sexo”?

Demostracién: Para 7 = 1 es evidentemente cierto. Suponemos que
es cierto para # = 1. Si tengo un conjunto de # + 1 personas, formo
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un subconjunto de 7 personas, por hipétesis de induccién en ese
conjunto todas la personas tienen el mismo sexo, luego formo otro
subconjunto de 7 personas que incluya la persona del conjunto de
n + 1 personas que no estaba en el subconjunto de personas que
habia formado primero, en ese nuevo conjunto, también por hipé-
tesis de induccién todas tienen el mismo sexo, por tanto la persona
que no estaba en el primer subconjunto que habia formado de n
personas tiene el mismo sexo que el de esas persona, por tanto, en el
conjunto de 7 + 1 personas, todas tienen el mismo sexo. Por induc-
cién podemos concluir que es verdadera la proposicion enunciada.
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3. Introduccidén

Para entender con precisién conceptos como limite y continuidad, los
matemiticos del siglo X1x encontraron necesario agregar una descrip-
cién axiomdtica del sistema de nimeros reales.

Como la légica de proposiciones es intuitivamente clara y precisa, y
como las reglas para combinar conjuntos se basan en las correspondien-
tes para combinar proposiciones, Gottlob Frege (1848-1925) apreci6
que el conjunto de nimeros reales puede ser construido partiendo de
una primera definicién de cada nimero natural como un conjunto.

Un axioma de la teorfa de conjuntos propuesto por Frege es: “el axio-
ma de abstraccién”, el cual evidenciaria la conexién natural entre un
predicado y un conjunto: “para cualquier predicado P(x) debe haber
un conjunto de objetos para el cual P(x) es verdadero”. Justo antes que
el segundo volumen de los trabajos de Frege fuera publicado en 1919,
Bertrand Russell (1872-1970) mostré que el axioma de abstraccién
llevaba directamente a una contradiccién, como lo muestra el siguiente
ejemplo: Sea P(x) el predicado “x no es miembro de si mismo”, y sea
el A el conjunto de todos los objetos que hacen P(x) verdadero; si A es
miembro de si mismo entonces P(A) es falso y A no es miembro de si
mismo, anilogamente, si A no es miembro de si mismo entonces P(A)
es verdadero y A es miembro de si mismo. Es por ello que no se puede
hablar del conjunto o familia de todos los conjuntos, sino que siempre
debemos referirnos a un universo dado cuando estemos desarrollando
los elementos de esta teoria. Esto fue conocido como la paradoja de

Russell.
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Una forma modificada del axioma de abstraccién es llamada “axioma
de especificacién”: Dado un conjunto existente B y un predicado P(x),
existe un subconjunto de B para el cual P(x) es verdadero.

Otros axiomas han sido adaptados para regular los tipos de conjuntos
que son asumidos a existir. Un sistema de axiomas, que aparece para
dar la fundamentacién suficiente para el desarrollo de las mateméticas
elementales, y en el cual no hay paradojas como la de Russell, es el de
Zermelo-Fraenkel, nombrado asi por los matemdticos Ernst Zermelo
(1871-1956) y Abraham Fraenkel (1891-1965). Nosotros nos referire-
mos informalmente a algunos de ellos para justificar nuestra suposicién
de existencia de ciertos tipos de conjuntos.

Si bien la l6gica nos da la estructura del pensamiento matemdtico en lo
que se refiere a razonamiento deductivo, la teoria de conjuntos nos da
la maquinaria para poder desarrollarlo. Conceptos bésicos de esta teo-
rfa, como los de relaciones y funciones, aparecen en todas las ramas de
la Matemdtica. Por ello podemos afirmar que la Teoria de Conjuntos se
encuentra en los Fundamentos de la Matematica.

3.1. Conjuntos

3.1.1. Propiedades de conjuntos

El lenguaje de conjuntos puede ser remitido al lenguaje de la 16gica
en forma natural si se entiende que cualquier conjunto particular estd
contenido en un conjunto universal del cual todos sus miembros son
tomados.
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El predicado x € A significa que x es un elemento de A, o que x es un
miembro del conjunto A. El predicado x & A significa que x no es ele-
mento del conjunto A.

Para que el conjunto A esté bien definido tiene que ser posible decidir
cuando la proposicion x € A es verdadera o falsa para cada elemento x
del conjunto universal.

Si es posible listar los elementos de un conjunto A, podemos escribir
la lista de sus elementos entre llaves y separados por comas para repre-
sentar al conjunto. Por ejemplo: Si A = {1,2,3}, entonces 1 € A, pero

4 & A.

Otra forma de describir ese conjunto A es a través de un predicado P(x)
con universo U, mediante la forma: A = {x / P(x)}. Ejemplo: Si U = N
es el conjunto de nimeros naturales, A = { x / x<4}.

Sea A = {1}, entonces 1 € A es verdadero, pero el objeto 1 es diferente
del conjunto unitario {1}, luego {1} & A. Si B = {{1}}, entonces A y B
tienen diferentes elementos.

Uno de los axiomas del sistema de Zermelo-Fraenkel es que existe un
conjunto que no tiene elementos, al que llamamos conjunto nulo o
vacio y lo representamos por el simbolo ¢.

Por ejemplo: si U=R es el conjunto de nimeros reales, y el predicado
P(x) viene definido por x* + 1 = 0, como sabemos que ese predicado es
falso para cada niimero real, el conjunto {x / P(x)} no tiene elementos,
es decir, coincide con el conjunto vacio ¢.

* Relacionando conjuntos.- Dos conjuntos son iguales si tienen
exactamente los mismos elementos. Igualdad de conjuntos se define
formalmente usando la bicondicional de légica.
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* Definicién de igualdad de conjuntos. Sean U el conjunto uni-
versal y A, B conjuntos. Decimos que A es igual a B, denotado por
A = B, si y sélo si, A y B tienen exactamente los mismos miem-
bros, mds precisamente, en simbolos légicos, si y sélo si, la proposi-
cién Vx, (xEA<>xEB) es verdadera. Esto equivale a: A = B < VXx,
(xEA<>xEB).

* Definicién de inclusién de conjuntos. Sean U el conjunto uni-
versal y A, B conjuntos. Decimos que A estd incluido en B, o que
A es subconjunto de B, y lo denotamos por A C B, si y sélo si, cada
miembro de A es también un miembro de B; en simbolos légicos:

A CB <« Vx, (x€EA—xEB).

Nota.- Probando teoremas sobre conjuntos es una buena forma de
practicar las técnicas estudiadas en el primer capitulo.

Una aplicacién en el lenguaje de conjuntos de una prueba directa para
probar que ACB es:

* Seax un miembro general de U

* Asumir que xEA como premisa introducida

* Probar que x&B se sigue mediante un razonamiento légico
Obtener x€A—xEB por la prueba de la condicional

Aplicar la ley de Generalizacién Universal y de ahi por equiva-
lencia deducir que A C B.

Y, de una prueba indirecta, es:

* Sea x un miembro general de U
* Asumir que xEA y que x¢B
* Deducir una contradiccién mediante un razonamiento légico.
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* Se obtiene asi la negacién de lo que se asumid

e Se obtiene xEA—xEB por ley de Morgan y equivalencia 1 de
formas relativas de una condicional.

o Aplicar la ley de Generalizacién Universal y de ahi, por equiva-
lencia, deducir que A C B.

Ejemplo 1. (Teorema sobre propiedades de la inclusion)

Sean U el conjunto universal y, A, B, y C conjuntos. Entonces:

1) $CA

2) ACA

3) (ACBABCC)=>ACC.EsdecirsiACByBCC, entonces
ACC.

4) (ACBABCA)=A=B.

Demostracién:

1) Por prueba indirecta: si ¢ ¢ A, entonces existe xE¢ y xZA, pero
® no tienc elementos, por lo que x no puede pertenecer al ¢, lo
cual contradice lo supuesto. .. ¢ C A.

2) Trivial

3) Si xEA, por ser A C B entonces xEB, y por ser B C C, entonces
xEC. Se obtiene entonces que xEA—>xEC y, de ahi que, AC C.
. (ACBABCC)=ACC.

4) Se obtiene inmediatamente del hecho que
(xEA—XEB) A (xEB—xEA) equivale a xEA<>xEB.




3.1.2. Operaciones con conjuntos. El algebra de
conjuntos

Cada uno de los conectivos 16gicos puede ser expresado en el lenguaje
de conjuntos. La condicional y la bicondicional son usados en la defi-
nicién de la relacién de subconjuntos y en la de igualdad de conjuntos.
Cada forma légica de disyuncién, inclusién y negacién estd relaciona-
da con una operacién de conjuntos que provoca un nuevo conjunto.

* Definicién de unién.- Sean U el conjunto universal y A, B conjun-
tos. Entonces la unién de A y B es denotada por AUB y definida

por:

AUB = {x/ x€EA v xEB}.

* Definicién de interseccién.- Sean U el conjunto universal y A, B
conjuntos. Entonces la interseccién de A y B se denota por ANB y
se define como:

ANB = {x/ xEA A xEB}.
Decimos que dos conjuntos A y B son disjuntos si A M B =0
* Definicién de complemento.- Sean U el conjunto universal y A un

conjunto. Entonces el complemento de A se denota como A' y se

define por:

A'={x/ xA}.
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Ejemplo 2: Sea U =N, A= {x/x<5},y B = {x/ x>2}. Entonces:

1) AUB =N
2) ANB = {3,4}
3) A'={x/x=5}

Teorema 3.1.2.1. (de propiedades de las operaciones de conjuntos)

Sean U el conjunto universal y A, B, C conjuntos. Entonces:

1) AUB = BUA conmutativa de la unién

2) ANB = BNA conmutativa de la interseccién
3) AUBUC) = (AUB)UC asociativa de la unién

4) ANBNC) = (ANB)NC asociativa de la interseccién

5) AN(BUC) = (ANB)U(ANC)  Distributiva
6) AU(BNC) = (AUB)NAUC) Distributiva

7) A" =A Doble negacién

8) (AUB) = A'NB' ley de Morgan

9) (ANB)' = A'UB' ley de Morgan

10) AUA =A idempotente de la unién

11) ANA =A idempotente de la interseccidon
12) AC (AUB)

13) ANBCA

14) (AUB)NB =B
15) (ANB)UB =B

Demostracién. Se deja como ejercicio.
A modo de ejemplo veamos la demostracién de 8. Por la ley de Morgan

se obtiene que: ~(x€A v xEB) < (x&A A x€B), de donde inmediata-
mente se obtiene: (AUB)' = A'NB".
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Teorema 3.1.2.2. (de propiedades de las operaciones donde inter-
vienen el universo o el conjunto vacio)

Sean U el conjunto universal y A un conjunto. Entonces:

1) AU = A
2) AN =¢
3) AUA' = U
4) APA' = ¢
5) ANU = A
6) AUU = U
7)¢'=U

8) U = ¢

Demostracion; Se deja como ejercicio.

* El dlgebra de conjuntos. En el 4lgebra de proposiciones, nosotros
usamos las propiedades bdsicas de los conectivos logicos para veri-
ficar equivalencias 16gicas por sustitucién en férmulas légicamente
equivalentes. En el dlgebra de conjuntos nosotros usamos las pro-
piedades correspondientes de las operaciones de conjuntos para ve-
rificar identidades que envuelven conjuntos.

Por ejemplo, definimos el complemento relativo de un conjunto con
respecto a otro en términos de las operaciones complemento e inter-
seccidn.

* Definicién de complemento relativo a un conjunto. Sean U el
conjunto universal y A, B conjuntos. Entonces el complemento re-
lativo de B en A, lo denotamos por A-B, y es definido como: A-B =

ANB'. Es decir, consiste en todos los miembros de A que no lo son
de B.
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Teorema 3.1.2.3. (de propiedades del complemento relativo a un
conjunto)

Sean U el conjunto universal y A, B, C conjuntos. Entonces:

1) A-p=A
2) ¢-A=9¢

3) U-A=A
4 A-U=¢

5) AU(B-A) = AUB

6) A-(BUC) = (A-B)N(A-C)
7) A-(BNC) = (A-B)U(A-C)
8) (A-B)-C = (A-C)-(B-C)

Demostracién: Se deja como ejercicio.

El siguiente teorema lista alguna de las relaciones mds complejas entre
conjuntos y sus operaciones.

Teorema 3.1.2.4.- (de algunas equivalencias complejas entre con-
juntos y sus operaciones)

Sean U el conjunto universal y A, B, C conjuntos. Entonces:

1) (ACB A CCB) < AUCCB
2) (ACB A ACC) « ACBNC

3) Las siguientes condiciones son todas equivalentes:

3.1. ACB
3.2. AUB=B
3.3. ANB=A
3.4. B'CA
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Demostracién: Demostremos 1 a modo de ejemplo.

=)
x= AUC—xEA v x€C
— x&B v xEB
- x&B
Es decir, AUCCB

.. (ACB A CCB) = AUCCB

<)
xEA—xEA v xEC
<~ xEAUC
— xEB
luego, ACB
x€EC— x€EA v x&C
< xEAUC
— x&B
luego, CCB

y por adjuncién ACB A CCB
. AUCCB=>(ACB A CCB)

y podemos concluir que:

por definicién
por suposicién (ACB A CCB)
por simplificacién disyuntiva

por la regla de la adicién
por definicién de unién
por suposicion AUCCB

por la regla de la adicién
por definicién de unién
por suposicion AUCCB

~.(ACB A CCB) <& AUCCB.
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3.1.3. Construccion de conjuntos

Aunque un desarrollo de la teoria axiomdtica de conjuntos no es objetivo
nuestro aquf, debemos reconocer que la existencia de los tipos de conjun-
tos que introducimos, es parte de una teoria general. En teoria de conjun-
tos, el término conjunto es un concepto primario y por tanto no se define.

Una lista estdndar de los axiomas de Zermelo-Fraenkel incluye general-
mente nueve axiomas, de los cuales nosotros consideraremos seis para
mostrar en algunos ejemplos como son usados en la construccién de
conjuntos.

Axiomas de Zermelo-Fraenkel

* Axioma de extensién.- Dos conjuntos son iguales si y sélo si
ellos tienen los mismos elementos.

* Axioma del conjunto vacio.- Hay un conjunto que no tiene
elementos.

* Axioma de especificacién.- Dados un conjunto X y un predica-
do P(x) cualesquiera, existe un subconjunto A de X para el cual,
para todo x elemento de A, P(x) es verdadero.

* Axioma de Pareo.- Para cualesquiera conjuntos X e Y existe un
conjunto cuyos elementos son X e Y.

¢ Axioma de Unidn.- Para cualquier conjunto X cuyos miembros
son conjuntos, existe un conjunto cuyos elementos son los ele-
mentos de los miembros de X.

e Axioma del conjunto Potencia.- Para cualquier conjunto X existe
un conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de X.
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Observaciones.

1) La definicién de igualdad de conjuntos se basa en el axioma de
extension.

2) El axioma del conjunto vacio garantiza la existencia de conjun-
tos.

3) Los otros cuatro axiomas justifican la construccién de conjuntos

a partir de conjuntos existentes.

Por ejemplo:

* ¢l axioma de pareo junto con el de existencia del conjunto
vacfo garantizan la existencia de un conjunto con elemento el
conjunto vacio.

* el axioma de pareo con el de unién juntos garantizan que la
unién de conjuntos es un conjunto;

* el de especificacién implica que la interseccién de dos con-
juntos A y B es un conjunto, pues sus miembros pueden ser
especificados de un conjunto existente, el de la unién de ellos.

* Definicién de conjunto potencia.- Sea A un conjunto. Entonces el
conjunto potencia de A, denotado por P(A), es definido por: P(A)
= {B: BCA} Es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de A, el
cual es un conjunto por el axioma seis.

Teorema 3.1.3.1. (sobre la potencia de conjuntos finitos)

Sea A un conjunto finito y n€ENU{0} su cantidad de elementos, en-
tonces P(A) es finito y tiene 2” elementos.
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Demostracién.
Supuesto A y n como en las hipétesis, como
27=(1+1)"= ” + ” ot ” y cada ”
0 1 n r
es el nimero de subconjuntos de A con r elementos, se obtiene la tesis.
Teorema 3.1.3.2. (propiedades de la Potencia).
Sean A y B conjuntos, entonces:
» AEP(A)
* $EP(A)
* Si ACB entonces P(A)CP(B)
La demostracién es inmediata.
¢Qué usted opina?

;Serd en general verdadera la igualdad P(AUB)=P(A)UP(B)?

* Definicién de par ordenado y producto cartesiano. Los pares or-
denados (a,b) y (c,d) son iguales, si y s6lo si, a=cy b=d.

En el par ordenado (a,b), a es llamada la primera componente y b es
llamada la segunda componente.

En un desarrollo formal de la Teorfa de Conjuntos, si aEA y bEB,
entonces se define y se denota el par ordenado (a,b) como el conjunto:
(a,b)={{a}, {a,b}}, el cual estd bien definido, pues {a}, {a,b}EP(AUB) y,
por tanto, de la definicién de conjunto potencia, se obtiene inmediata-
mente que {{a},{a,b}} C P(AUB).
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Asi, el producto cartesiano de A y B(AXB), cuando tanto A como B
son conjuntos diferentes del conjunto vacio, se define, por especifica-

cién en P(P(AUB)), por: AXB = {(x,y)/ x=A A yEB} .

En el caso de que uno de los conjuntos sea el conjunto vacio notemos
que el producto cartesiano es también el conjunto vacio, pues al no
existir elementos de uno de los conjuntos no se puede formar ningtin
par ordenado.

Teorema 3.1.3.3. (sobre propiedades de los productos cartesianos)

Sean A, B, C y D conjuntos no vacios. Entonces:

* AX(BUC) = (AXB) U (AXC).

* AX(BNC) = (AXB) N (AXC).

* Si ACCy BCD entonces AXB C CXD.

. AX(=¢.

* SiAXB = ¢, entonces A=¢ v B=¢.

* Si AXB = AXC y A=¢, entonces B=C.

¢ SiA=¢, B=¢ y AXB = BXA, entonces A=B.

La demostracién de cada una de estas propiedades se deja como ejerci-
cio, pero hacemos la tltima a modo de ejemplo.

Demostracién de la dltima propiedad:
Supongamos que A=B. Sin perdida de generalidad sea AZB, entonces
existe x, XEA y x&B. Como B¢, existe yEB, pero y=x , pues x no

pertenece a B.

Asi (x,y)EAXB, pero (x,y)&BXA , pues x&B. Esto contradice la hipé-
tesis AXB = BXA. Por tanto: A = B.
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Conjuntos indizados

Una familia de conjuntos es un conjunto cuyos miembros son conjun-
tos. Una manera de construir una familia de conjuntos es mediante el
conjunto potencia de un conjunto. Otro camino es asociar un conjun-
to a cada miembro de un conjunto de indices.

Sea S un conjunto no vacio, y supongamos que para cada x € S hay
un correspondiente conjunto A,. Decimos entonces que el conjunto:

F={A . :x€S}

es una familia de conjuntos indizados y cada miembro de S es lla-
mado un indice.

Definicién de unién e interseccién sobre una familia de conjun-
tos.- Sea F una familia de conjuntos. La unién sobre F es denotada

por UB y es definida como: UB = {x:(ABEF) (x€B)} . La intersec

BEF BEF

cién sobre F es denotada por ﬂB y es definida como:

BeEF

(B = {x:(VBEP (xEB)}

BEF

Si F es la familia de conjuntos indizadas, F={ A, : x €S}, entonces
la unién y la interseccién sobre F son denotadas y definidas respecti-
vamente como:

UA b @esi6ea)t v [) Ay (Vx€S: en))

€S

Sea F una familia de conjuntos. Decimos que F es disjunta por parejas
si, y sélo si, la interseccién de cualquier par de miembros de F es el
vacio.
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Teorema 3.1.3.4.- (sobre propiedades en las familias de conjuntos
indizados)

Sean F={ A, : x €S} una familia de conjuntos indizados y B un
conjunto. Entonces:

1. Para cada z&S, A,C UAx .

xES

2. Para cada zES, ﬂAxC A,.
B4 = U
B4 = NBEJ4

xES xES

000

xES

{n -y

xES xES

W

W

N

[

La tercera y la cuarta son las leyes distributivas, y las dos tltimas son las
leyes de Morgan. Dejamos las demostraciones como ejercicio.

3.1.4. Ejercicios propuestos

1. Sean U el conjunto universal y A, B, C conjuntos. Pruebe que:

1) AUB = BUA conmutativa de la unién

2) ANB = BNA conmutativa de la interseccién
3) AU(BUC) = (AUB)UC asociativa de la unién

4) ANBNC) = (ANB)NC asociativa de la interseccién

5) AN(BUC) = (ANB)U(ANC)  Distributiva
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6) AUBNC) = (AUB)N(AUC)  Distributiva

7)A"=A Doble negacién

8) (AUB)' = A'NB' ley de Morgan

9) (ANB)' = A'UB’ ley de Morgan

10) AUA =A idempotente de la unién

11) ANA=A idempotente de la interseccion
12) AC (AUB)

13) ANBCA

14) (AUB)NB =B
15) (ANB)UB =B

. Sean U el conjunto universal y A un conjunto. Pruebe que:

1) AUp=A
2) ANG = ¢
3) AUA'=U
4) ANA' = ¢
5) ANU = A
6) AUU=U
7)¢' =U

8) U' = ¢

. Sean U el conjunto universal y A, B, C conjuntos. Pruebe que:

1) A-p=A

2) ¢-A=¢

3) U-A=A'

4 A-U=¢

5) AU(B-A) = AUB

6) A-(BUC) = (A-B)N(A-C)
7) A-(BNC) = (A-B)U(A-C)
8) (A-B)-C = (A-C)-(B-C)
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4. Sean U el conjunto universal y A, B, C conjuntos. Pruebe que:

1) (ACB A ACC) < ACBNC

2) Las siguientes condiciones son todas equivalentes:

2.1 ACB

22 AUB=B
23 ANB=A
24 B'CA

5. Sean A, B, C, y D conjuntos no vacios. Pruebe que:

1) AX(BUC) = (AXB) U (AXC).

2) AX(BNC) = (AXB) N (AXC).

3) Si ACC y BCD entonces AXB C CXD.

4) AX¢ = ¢.

5) Si AXB = ¢, entonces A=¢ v B=¢.

6) Si AXB = AXC y A=¢, entonces B=C.

7) Si A=, B=¢p y AXB = BXA, entonces A=B.

6. Sean F = { A, : xE€S } una familia de conjuntos indizados y B un
conjunto. Pruebe que:

1) Para cada z€S, A, C UA"'

2) Para cada z€S, ﬂAx CA,.

x€S

3 BUJa) = Ul ay .
4 B4 = [day.

xES

(s =N
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3.2. Relaciones

3.2.1. Definicién y propiedades de las relaciones

Los conjuntos son usados para expresar algunos conceptos matema-

ticos muy importantes. En particular, el producto cartesiano de dos

conjuntos juega un importante rol en ese sentido.

e Definicién de relacién.- Sean A y B dos conjuntos no vacios. En-
tonces decimos que una relacién de A en B es un subconjunto de
AXB.

Una relacién sobre A es un subconjunto de AXA.

Si R es una relacién de A en B, decimos que x es R-relativo a y, si y
sélo si, (x,y)ER, en cuyo caso escribimos xRy.

El dominio, Dom(R), y el recorrido, rango o imagen, Rec(R),
Ran(R) o Im(R), de la relacién R son respectivamente los subconjun-
tos de A y B definidos por:

DomR = {x: 3y) [(x,y)ER]}

Ran(R)=ImR = {y: (%) [(x,y)ER}}
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Sea A un conjunto no vacio. La relacién identidad sobre A se define

por:

[, = {(x,x) € AXA}

Propiedades de la igualdad

De la multitud de relaciones sobre un conjunto, ciertas de ellas tienen
propiedades especialmente ttiles en matemdtica.

Por ejemplo para resolver ecuaciones en el sistema de ntimeros reales
son muy usadas las siguientes propiedades de la igualdad:

1. Para todo a, a=a
2. Paratodo ay b, si a=b entonces b=a
3. Para todo a, b y ¢, si a=b y b=c, entonces a=c.

Esas tres propiedades son llamadas respectivamente: reflexiva, simétri-
cay transitiva. Relaciones que poseen las tres propiedades anteriores
son llamadas relaciones de equivalencia.

Definiciones (relaciones reflexivas, simétricas y transitivas)

Sea R una relacién sobre el conjunto no vacio A. Nosotros decimos
que:

1. R es reflexiva si, y s6lo si, para todo xEA, xRx.

2. Rees simétrica si, y sélo si, para todo x y todo y, si xRy entonces
yRx.

3. R es transitiva si, y s6lo si, para todo x, todo y, y todo z, si xRy
y yRz, entonces xRz.
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Relaciones que cumplen las tres condiciones, es decir, que son reflexi-
vas, simétricas y transitivas, son llamadas relaciones de equivalencia.

El lector debe escribir, como ejercicio, las definiciones de ser:
R no reflexiva, R no simétrica, y R no transitiva,

que se derivan al hacer las negaciones légicas correspondientes.

Propiedades de desigualdades

Cuando se resuelven inecuaciones en el sistema de nimeros reales se
asumen las siguientes propiedades:

1. Para todo x, x=x.
2. Paratodo x,y, z, six<y y y<z, entonces Xsz.
3. Paratodo x, y, si xsy y ysX, entonces X=.

En otras palabras la relacién =, en el conjunto de nimeros reales, es reflexiva
)
y transitiva. La tercera es conocida como la propiedad antisimétrica.

Relaciones que tienen las tres propiedades anteriores son llamadas: re-
laciones de orden.

e Definicién de relacién antisimétrica. Sea R una relacién sobre el
conjunto no vacio A. Nosotros decimos que R es antisimétrica, siy
sélo si, para todo x y todoy, sixRy y yRx, entonces x=y.

¢ Definicién de relacién Inversa.- Sea R una relacién del conjunto

no vacio A en el conjunto no vacio B. La relacién inversa de R, de-

notada por R, es definida por: R™'={(x,y): (y,x)ER}.
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Teorema 3.2.1.1. (propiedades que R hereda de R)
Sea R una relacién sobre el conjunto no vacio A. Entonces:

1. Si R es reflexiva, entonces R™! es también reflexiva.

2. Si R es simétrica, entonces también R™! es simétrica.

3. Si R es transitiva, entonces también R! es transitiva.

4. Si R es antisimétrica, entonces también R™! es antisimétrica.

Probemos la dltima (la 4) 2 modo de ejemplo: Si xRy y yR! x,
entonces yRx y xRy, por definicién de R™! ; y por tanto, bajo el su-
puesto que R sea antisimétrica, obtenemos que x=y. Es decir, si R es
antisimétrica, también R-! lo es.

* Definicién de composicién de relaciones.- Sean A, B, C conjun-
tos no vacios, S una relacién de A en B y R una relacién de B en
C. La relacién compuesta de R con S, denotada por RoS, es definida
por: RoS={(x,z):(y)[xSy A yRz]}.

Teorema 3.2.1.2.- (propiedades de la relacién compuesta)

Sean R, S, T relaciones sobre un conjunto no vacio A. Entonces:

1. Ro(SoT)=(RoS)oT.
2. IA OR=R.
3. (RoS)™" = S1oR1,

A modo de ejemplo demostremos la 3. (x,y) € (RoS)™! si, y sélo si,
(y>x)ERo0S por definicién de inversa; esto tltimo equivale, por defini-
cién de compuesta a que existe z , tal que ySz y zRx ; lo cual, a su vez
equivale, por definicién de inversa, a que existe z, tal que “xR™'z” y
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“287ly”; y finalmente, por definicién de compuesta, esto tltimo equi-
vale a que (x,y) € S'oR™.

3.2.2. Relaciones de equivalencia

e Definicién de relacién de equivalencia.- Sea A un conjunto no
vacio y E una relacién sobre A. Decimos que E es una relaciéon de
equivalencia si, y sélo si, E es reflexiva, E es simétrica, y E es tran-

sitiva.

Para cada xEA, la clase de equivalencia de x es denotada y definida

por:

% = { yEA: xEy}

El conjunto de todas las clases de equivalencia, denotado por A/E, es
llamado A médulo E.

Teorema 3.2.2.1.- (sobre clases de equivalencia)

Sea E una relacién de equivalencia sobre el conjunto no vacio A, y sean

x,yEA.
Entonces: ¥ = Jsi s6losix E y
Demostracion.

Primera parte (=>).- Supongamos que X = J.
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Como x €E Xy y € j por definicién de clase y ser E reflexiva, entonces,
bajo el supuesto de la igualdad entre ambos conjuntos, 7 € y, nue-
vamente por definicién de clase de equivalencia, x E y.

Segunda parte (<=).- Supongamos que x E y.

Probemos que ¥ C 7.

Siz € x entonces, por definicién de clase, xEz. Por otro lado, como por
hipétesis, xEy, entonces y E x, pues E es simétrica. Luego, por transiti-

vidad, yEz, y por tanto z € j. Es decir, x C 7.

Anidlogamente se prueba que 7 € * y de ambas inclusiones obtenemos

la igualdad.

* Definicién de particién. Sea A un conjunto no vacio y sea P una
familia de conjuntos. Decimos que P es una particién de A, si y
s6lo si, las siguientes tres condiciones se cumplen:

1. Para todo B, si B € P, entonces Bza.

2. Paratodo By C,si BE P y C €L, entonces o B=C 0 BNC=0.
3.1B-4

Si E es una relacién de equivalencia sobre A, entonces la familia de sus

clases de equivalencia, A/E, es una particién de A, llamada la particién
inducida de A por E.
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Teorema 3.2.2.2. (A/E es una particiéon de A)

Sea E una relacién de equivalencia sobre el conjunto no vacio A. En-
tonces se cumplen las siguientes tres condiciones:

1. Para todo xEA, %20
2 Para cualesquierax,y€A Xx=3 o XMNj=0
3. %=4

xES

La demostracion se deja como ejercicio

Teorema 3.2.2.3. (toda particién induce una relacién de equivalen-
cia de la cual ella es la particién inducida)

Sea P una particién del conjunto no vacio A. Si se define la relacién Q
por xQy si y sélo si, existe BEP tal que xEB y yEB, entonces Q es una
relacién de equivalencia sobre A y P = A/Q.

Demostracion.

Q es reflexiva.- Si xEA entonces existe BEP tal que xEB por la con-
dicién 3 de particién, y por tanto, xQx. Es decir Q es reflexiva.

Q es simétrica.- Evidente de la definicién de Q.

Q es transitiva.- Si xQy y yQz entonces existen By Cen P tales que
x,yEB y y,2EC. Por tanto, y& BNC, y de la condicién 2 de particion,
se deduce B=C.

Luego x,zEB=C y xQz. Luego Q es transitiva.
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Hemos demostrado que Q es una relacién de equivalencia sobre A.
Probemos ahora que: P = A/Q.

Primera parte: P C A/Q.- Sea BEP, como P es una particién de A,
entonces B#@ y existe x€B. Probemos que ¥=B y asi BEA/Q.

Sea yE&x luego xQy y existe CEP tal que, x€C y y&C. De ahi que
xEBMNC ya que xEB vy, por la condicién 2 de particién, B=C. Por tan-
to, yE€B al pertenecer a C, luego ¥ C B. Sea yEB, como xEB tenemos
que x,yEB, y asi, xQy, es decir, yEx, luego B C %. Por tanto, PCA/Q.

Segunda parte: A/Q C P.- Sea XEA/Q. Sabemos que x&%, por ser Q
reflexiva. Probemos que: X€P. Como UB = A, existe BEP tal que

BeP

xEB. Si y&x entonces xQy, luego existe CEP tal que x,y&C. Como P
es disjunto por parejas, B=C. As{ obtenemos que B contienc a x. Vea-
mos que también B estd contenido en %y, por tanto, que son iguales. Si
yEB entonces x,yEB y por definicién de Q, xQy, luego yE=x. Por tanto,
B estd contenido en x. Luego: ¥=BEP. Por tanto, A/QCP.

Se sigue inmediatamente, que: P = A/Q.

Ejemplo:

Sea Z el conjunto de nliimeros enteros y 7 € N un niimero natural. De-
finamos la relacién congruencia médulo 7 en Z por: Para todo x,y€7
x = ymod(n), es decir, x es congruente a y médulo 7, si y sélo si, existe
kEZalquex—y=+Fk-n

Probemos que la congruencia médulo 7 es una relacién de equivalencia:

1) Es reflexiva, pues paratodo x EZ, x—x=0=0 - 7
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2) Es simétrica, pues si x — y = k- n, entonces y - x = (-k) * n.
3) Es transitiva, puessix—y=k-n y y-2z=m" n, entonces x — z

=(k+m) - n

El espacio cociente de Z por la relacién de equivalencia congruen-
cia médulo 7, se acostumbra a denotar por Z, . Por ejemplo donde

Z,=1{0,1} donde 0 = {2k: kE Z} ¥ 1={2k+1:2E2.

En general Z, es un conjunto con n elementos: Z, = {j:j=0,1... n - 1}

dondef= {j+nk: ke 2}

3.2.3. Relaciones de orden

Cuando se ilustra el conjunto de ndmeros reales por una recta orien-
tada estamos usando la informacién contenida en la relacién x<y para
organizar los puntos que representan a los nimeros reales.

En general, relaciones que tienen las propiedades de reflexividad, tran-
sitividad y antisimetria imponen algin orden sobre el conjunto.

* Definicién (de orden parcial). Sean A un conjunto no vacio y R
una relacién sobre A. Decimos que R es un orden parcial sobre A
si y s6lo si R es reflexiva, transitiva y antisimétrica. También deci-
mos que A est4 parcialmente ordenado por R.

El orden impuesto en un conjunto por una relacién puede ser ilustrado
con un diagrama llamado diagrama de Hasse, donde los elementos
del conjunto son representados por puntos conectados por lineas aten-
diendo al orden.

Fundamentos de matemtica avanza




Por ejemplo si consideramos el conjunto { 1,2,3,4,5,6 } ordenado por
la relacién x|y, x divide a y, un diagrama de Hasee asociado a esa rela-
cion seria:

6e 49

Definicién (de orden total). Sea R una relacién de orden parcial so-
bre el conjunto no vacio A. Decimos que R es un orden total sobre A,
siy s6lo si, para cualesquiera x,yEA, se tiene que xRy o yRx. Decimos
también que A estd totalmente ordenada por R.

Si un conjunto A estd parcialmente ordenado por una relacién R, po-
demos encontrar subconjuntos de A que estdn totalmente ordenados
por R. Tales subconjuntos son llamados cadenas.

Si el conjunto A estd totalmente ordenado por R entonces todos sus
elementos estdn organizados como una cadena simple.

* Definicién (de cadena). Sea R una relacién de orden parcial sobre
el conjunto no vacio A, y sea B un subconjunto de A. Decimos que
B es una cadena, si y sélo si, B estd totalmente ordenado por R.

En el ejemplo anterior, son cadenas del conjunto { 1,2,3,4,5,6 } or-
denado por la relacién x|y, las siguientes: { 1,2,4}, { 1,3,6 }, { 1,5}, y
cualquier subconjunto no vacio de estos conjuntos.
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¢ Definicién (de elementos minimales y maximales). Sea R un or-
den parcial sobre el conjunto A, y aEA, entonces decimos que

4) a es minimal, si y sélo si, para todo x€A, xRa=>x=a.
b) a es maximal, si y sélo si, para todo x€A, aRx=>x=a.

En el ejemplo anterior: 1 es un elemento minimal y tanto 4, 5, como
6, son maximales.

¢ Definicién (de minimo y méximo). Sea R un orden parcial sobre
el conjunto A, y a€EA, entonces decimos que:

4) aes el elemento minimo de A, si y sélo si, para todo xEA, aRx.
b) a es el elemento maximo de A, si y s6lo si, para todo xEA, xRa.

En el ejemplo anterior: 1 es el minimo de A segin esa relacién, y no
tiene maximo.

En un conjunto parcialmente ordenado pueden existir elementos mi-
nimales o maximales y no ser Unicos, pero, si tiene elemento minimo o
maximo, entonces éste es Unico.

Teorema 3.2.3.1. (unicidad del minimo y el mdximo)

Sea R un orden parcial sobre el conjunto A. Entonces, si existe elemen-
to minimo (mdximo) de A por R, es tnico.

Demostracién: Suponemos que a y b son elementos minimos. Enton-
ces aRb y bRa. Usando la propiedad antisimétrica que posee R, al ser
una relacién de orden, se sigue que a=b. Por tanto, no pueden existir
minimos diferentes.
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En forma andloga se obtiene la unicidad del méximo.

Teorema 3.2.3.2. (relacién entre elementos extremales y extremos)

1) Sea R un orden parcial sobre el conjunto A, si A tiene elemento
minimo (mdximo) entonces ese elemento es minimal (maximal).

2) Sea R un orden total sobre el conjunto A, si A tiene elemen-
to minimal (maximal) entonces ese elemento es el minimo (el
miximo).

Demostracién de 1: Si para todo xEA se tiene que aRx, entonces, si
xRa se tendria, por la propiedad antisimétrica de R, que a=x. Por tanto:
si a es minimo, entonces a es minimal. Andlogamente se obtiene que
si a es mdximo, entonces a es maximal.

Demeostracion de 2: Sea “a” un elemento minimal. Como A estd total-
mente ordenado por R, se tiene que, para todo xEA, aRx o xRa. Pero,
al ser “a” minimal, se tiene que, si xRa entonces x=a. As{ obtenemos
que, six es diferente de “a”, entonces aRx. Como adicionalmente aRa,
pues la relacién es reflexiva, podemos concluir que para todo xEA,
aRx, es decir, que a es el elemento minimo de A. Andlogamente se
obtiene que: si a es maximal, entonces a es el elemento méximo de A.

* Definicién (de conjunto bien ordenado). Sea R un orden total
sobre el conjunto A. Entonces decimos que A estd bien ordenado
por R, si y sélo si, todo subconjunto no vacio B de A contiene ele-
mento minimo, es decir, para todo subconjunto no vacio B de A,
existe bEB, tal que para todo xEB, se tiene que bRx.
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Ejercicios propuestos
1. Sea R una relacién sobre el conjunto no vacio A. Pruebe que:

e Si R es reflexiva, entonces R™! es también reflexiva.
* SiR es simétrica, entonces también R™' es simétrica.
e Si R es transitiva, entonces también R~! es transitiva.

2. Sean R, S, T relaciones sobre un conjunto no vacio A. Pruebe que:

* Ro(SoT)=(RoS)oT.
. IA OR= R

3. Sean Ry S dos relaciones sobre el conjunto no vacio A. Pruebe, o
dé un contrajemplo, de las siguientes aseveraciones:

* SiRy S son reflexivas sobre A, entonces R U S es reflexiva sobre A.
* Si Ry S son simétricas, entonces R U § es simétrica.

* Si Ry S son transitivas, entonces R U § es transitiva.

* Si Ry S son antisimétricas, entonces R U § es antisimétrica.

* SiRy S son reflexivas sobre A, entonces R N S es reflexiva sobre A.
* SiRy S son simétricas, entonces R M § es simétrica.

* Si Ry S son transitivas, entonces R M S es transitiva.

* Si Ry S son antisimétricas, entonces R M S es antisimétrica.

e Dom(R U S) = Dom(R)U Dom(S).

e Dom(RNS) Dom(R)N Dom(S).

4. Sea E una relacién de equivalencia sobre el conjunto no vacio A.
Pruebe que se cumplen las siguientes tres condiciones:

* Paratodo xEA, X = 0
* Para cualesquiera x,yEA, x=j o x(j=0
b UXEA X = A
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5. Sean A={1,2,3,4}, P={{1,4},{2,3}}, y E={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),
(1,3),(3, D}

* Encuentre las clases de equivalencia de A respecto a E.
* Encuentre la particién de A inducida por E.
* Encuentre la relacién de equivalencia Q tal que P = A/Q.

6. Sea E una relacién sobre el conjunto no vacio A. Pruebe las siguien-
tes aseveraciones:

* E es una relacién de equivalencia sobre A si y sélo si, E es reflexi-
va y para todo a,b,c € A4 si aEb y bEc, entonces cEa.

* Si E es simétrica y transitiva y dom(E)=A, entonces E es una
relacién de equivalencia sobre A.

* Si E es una relacién de equivalencia sobre A, entonces £ es una
relacién de equivalencia sobre A y A/E'=A/E.

7. Sea A =11, 2, 3}.

* Encuentre dos érdenes parciales sobre A que no sean érdenes
totales.

* Encuentre dos 6rdenes totales diferentes sobre A.

* ;Cudntos 6rdenes totales diferentes sobre A hay?

* Encuentre dos cadenas diferentes en el conjunto potencia, P(A),
ordenado por la inclusién C

* Ilustre la relacién entre los elementos de (P(A), C) mediante un
diagrama de Hasse.

* Encuentre todos los elementos minimales y maximales de (P(A),
Q).

* ;Tiene (P(A), C) elemento minimo?, stiene elemento médximo?
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8. Explique por qué cada conjunto, dado a continuacién, estd total-
mente ordenado, o no, por la relacién “a divide a b” (ab).

A={1,2,3, 4,68, 12, 24}
o A={1,2, 412,24}
A={3n:n €N}

e A={3mnEN}

9. Pruebe o desapruebe en cada caso si la relacién es un orden parcial
sobre el conjunto dado y analice, en el caso de que sea un orden
parcial, si es o no es, un orden total.

* La relacién sobre N x N definida por: (4,6)R(c,d) <> a<scAabsd
* La relacién sobre NV x N definida por: (a,6)R(c.d) <> a=cA (b=
dva<d
* La relacién sobre N definida por:
aRb <> [(a+b es par) N a < b) v (a+b es impar) A a es par)]

10. Sea R un orden parcial sobre el conjunto no vacio A, y 4€A. Use
definiciones apropiadas para dar la forma légica de las negaciones
de las siguientes aseveraciones:

* zes minimal.
* 4 es maximal.
* gesel minimo de A.
* gesel miximo de A.

11. Pruebe las siguientes aseveraciones:
* Pruebe que si R es un orden parcial sobre el conjunto no vacio

A, y A tiene mdximo (minimo), entonces el mdximo (minimo)
es Gnico y es un elemento maximal (minimal).
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* Pruebe que si R es un orden total sobre el conjunto no vacio
A, y A tiene elemento maximal (minimal), éste es tnico y es el
mdximo {minimo) de A.

* Pruebe que si R es un orden total (buen orden) sobre A, y B
es un subconjunto de A, entonces B est4 totalmente ordenado

(bien ordenado) por R.

12. Pruebe que el conjunto de niimeros naturales estd totalmente y es
bien ordenado por la relacién de orden (s).

3.3. Funciones
3.3.1. Propiedades de las funciones

En matemdtica el término funcién siempre ha indicado una depen-
dencia, y en diversas épocas se ha considerado definida priorizando
algunos de sus aspectos. En la actualidad su esencia queda descrita por
su definicién como cierto subconjunto de pares ordenados, es decir,
como una relacién que satisface ciertas condiciones.

* Definicién de funcién. Sea f una relacién del conjunto A en el
conjunto B. Nosotros decimos que f'es una funcién, o que dicha
relacién es funcional, si y sélo si:

VxEA,VyzEB, (xy) EfAx2) Ef=y=2

Si Dom( f)= A, y ran( f)C B, se dice que fse aplica de 4 en By
que fes una aplicacién o funcién de A en B, y lo denotamos por:

f:A—B

ftulo 3: Conjuntos, relaciones y funciones




El rango de una funcién £ ran( f), tambien se le llama imagen de f
o recorrido de fen cuyo caso la denotaciones respectivas usadas son

Im(f)y R(f).

Notemos que las definiciones respectivas de dominio y rango de una
funcién correponden a las definiciones respectivas de f como relacién.

Sea funa funcién y x € Dom( f). Decimos que y es el valor de fen x, o
la imagen de x por £, y lo denotamos por y = f(x) si y sélo si (x,y) € £ En
este caso también decimos que x es la preimagen de y.

Teorema 3.3.1.1. (de igualdad de funciones)

Sean fy g funciones. Entonces f=g si y sélo si Dom( f) = Dom(g) y para
todo x € Dom( f), f(x) =g(x)

La demostracién es una consecuecia inmediata de la igualdad de con-
juntos, a partir de la definicién de funcién como una relacién que
satisface ciertas condiciones. Se deja como ejercicio.

Ejemplos de funciones:

1) Sea A un subconjunto del conjunto Universal U. La funcién carac-

1six& A

teristica de A se define y se denota por I 4( x )= { 0sixeA

2) Sea E una relacién de equivalencia sobre el conjunto no vacio A,
y A/; el conjunto A médulo E, es decir, el conjunto de las clases de

equivalencia determinadas en A por E. La funcién que acadax € A le

hace corresponder su clase % en #/g, es llamada la aplicacién canénica

de A sobre A/
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3) Seaf: A— B, donde A y B son conjuntos no vacios. Sea CC A,C= 0.
Entonces se define y se denota la funcién restriccién de fa C por:

fle:C— B talque /. (x)=fx

* Definicién de funcién sobre o epiyectiva.- Sea A un conjunto no
vacio y funa funcién que aplica 4 en B. Diremos que fes sobre o
epiyectiva si Im( f) = B. En este caso diremos que faplica A sobre B.

Por ejemplo, la aplicacién canénica de A sobre #/;, que a cadax E A le
hace corresponder su clase %, es sobre.

Toda funcién es una relacién y por tanto la composicién de funciones

estd definida como composicién de relaciones. Probemos que dicha
composicién es también una funcién.

Teorema 3.3.1.2. (la composicién de funciones es una funcién)

Sean A, B, y C conjuntos no vacios, g: A = By f: B— C. Entonces
f° gesuna funcién y fo g: A — C. Ademds, para todo x € 4,

fog(x) = fglx)

Demostracidén:

De las propiedades de las relaciones sabemos que (f'o g)C A y que
ran(fe g )C C. Debemos probar que:

e AC Dom(f° g), es decir, para todo x € A, existe y € C, tal que
(o)) Ef° g
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« fog es funcion, es decir, para todo, x,p2 si (%)) Ef° gy
(x,z) € fo gentonces y = z.

* Paratodo x EA, fo g (x) = f(gx))

Si x € A entonces existe b € B tal que (x,y) Eg porserg: A —> B,y
para ese b € Bexiste y € C tal que (b,9) E f, y por tanto (x,) € f° g.
Asi queda demostrado que A C Dom(f° g).

Si (%)) Efeg y (%2) €f° g entonces existen bi,b, € B tales que
(b)) E g, (x,b2) E g (b1y) E fy (62,2) € f. Luego, porserg: A— B,
se tiene que b1 = by y de aqui, por ser f: B— C, se sigue que y = z. Por
tanto, f° g es funcién.

Para todo x € 4, existe y € C, tal que (x,)) Ef° g, donde f° g (x) = y, por
ser fo g funcién. Ademds existe 4 € B tal que (x,6) E g, porserg: A — B,
y para ese b € Bexiste z € Ctal que (4,2) € f, por ser f: B— C. Se sigue
que (x,2) € fo g, de donde g(x) = by f(b) = z. Ya probamos que f° g
es funcién, por tanto y = z. Luego, f° g (x) = f(g(x)).

Es ficil probar, y se deja como ejercicio, que, sig: A — B,y f: B—>C
son sobre, entonces, f° g: A — C también lo es.

¢ Definicién.- (de inyectiva, de biyectiva) Sea f:+A— B. Decimos
que f es inyectiva, si y sélo si, para todo x,y € 4, si fix) = fy), enton-
ces x = y. Tales funciones son conocidas también como inyecciones,
o simplemente se dicen que son uno a uno. Decimos que fes biyec-
tiva, o que es una biyeccidn, si es inyectiva y sobre.

En general, dada f: A — B, siempre existe f~' como relacién inversa de
la relacién £ Pero,
;Cuédndo £~ es funcién?

;Cuéndo f: B— Ar
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Teorema 3.3.1.3. (de inversa como funcién)
Seaf:A— B.

1. Entonces f™': B — A sélosi f: A — B es una biyeccién.
2. Entonces f™': B — A es una biyeccién si f : A — B es una biyec-
cioén.

Demostracion.

Demostracién de 1: Debemos demostrar quesi f: A— By f': B— A,
entonces f : B—> A es una biyeccién. Por la hipétesis sabemos que:

Dom(f) =A, Im (f) S B, Dom(f')=ByIm(f')=A

Debemos probar entonces, que B = Im( f) y, que para todo x,y € 4,
si flx) = fly) entonces x = y. Lo primero se sigue de f~! : B — A, pues
ran( f) = Dom( f7'), luego B = ran( f)

Ademds, para todo x,y € 4, si flx) = fly), entonces (x,2), (2) € f para
algln z, por lo que (x,2), (52) Ef 'y, como f': B— A, f~' es funcién,
y por tanto, x =y

Demostracién de 2: Si f : A — B es una biyeccién, entonces f es uno
a uno y es sobre. Debemos probar que £~ es funcién, y que f~' : B
— A es una biyeccién. Como ran( f) = B entonces Dom(f ') = B. Si
(z,x), (2,9) €17, entonces (x,2), (32) € f y, por ser f una funcién uno
a uno, entonces x=y. Por tanto, /' es funcién y f': B — A. Falta
s6lo probar que f~' es sobre, es decir que ran( f~')=A. Esto se sigue
inmediatamente pues, ran( f ' )=Dom( f)=A, ya que f: A = B. El
teorema estd probado.
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La demostracién del siguiente teorema se sigue inmediatamente, y se
deja como ejercicio.

Teorema 3.3.1.4
Sea f: A — B una biyeccién. Para todo x € 4, y € B se tiene que:
f@=y=f10)=x
¢ Definicién.- (de imagen e imagen inversa) Seaf: 4 — B, XC Ay
Y C B, entonces la imagen de X, denotada por f(X), y la imagen
inversa de Y, denotada por /' (1), estdn definidas respectivamente

por:

FX) ={f):xEX y fUY) ={xEDoml(f): flx) €Y}

Note que £~ (¥) tiene sentido como imagen inversa aunque ™' no
sea funcién.

Teorema 3.3.1.5. (sobre composicion de biyecciones)
Sean g: A— By f: B— C biyecciones. Entonces:

1. fo g: A — Ces una biyeccién.
2. g o f': C— Aesunabiyecciony g o f'= (fog)”!
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Demostracion

Demostracién de 1. Probemos que fo g: A — C es sobre:

Sea z € C, entonces existe y € B tal que z = f(y), pues f es sobre, y como
también g es sobre, existe x € 4 tal que y = g(x), de donde z = f(g(x)),
es decir, z=( f° g )(x). Por tanto fo g es sobre.

Probemos que fo g: A — Ces uno a uno: Para todo x,y € 4, si (fo g)
(x) = (f° g)(y), entonces f(g(x)) = flg(y)) por la definicién de composi-
cién, de donde g(x) = g(y) por ser f inyectiva, y como consecuencia de ser

g también inyectiva, x = y; luego f° ¢ es uno a uno.

Finalmente podemos concluir que f° g: A — C es una biyeccién al
ser sobre y uno a uno.

Demostraciéon de 2. Ya se probé que la inversa de una biyeccién es
también una biyeccién. Luego, de 1, podemos concluir que g™ o f~1:
C — A es una biyeccién. Veamos que: g'o f~'= (fog)™.
Sabemos que: Dom(g™ © f~') = Dom(( feg)™") = C
Basta probar que: Para todo x € C, (g7 o f~)(x) = (f° 97'(x)
Sea x € C, entonces existe y € A tal que (¢ o f7)(x) = g '( f~1(x))=y
Aplicando el teorema anterior de mds arriba tenemos que:

g0) =f7 &), y que f(gH)) = x
De donde (f° g)()) = f(g(y)) = % y asi, (f° 9! (x) =y

Por tanto: Paratodox € C, (g™ ° f)(x) = (fo 29 '(x)
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Luego tenemos que: g~ © f™'= (fo g)!

Nota.- Es ficil probar ahora que si f: A — B es una biyeccion, en-
tonces: fo [ =1p y flof=1y, dondelyylyson las identidades
de B y A respectivamente.

Esto se deja como ejercicio.

3.3.2. Conjuntos equipotentes o equivalentes

Nuestro uso de la palabra “tamafio” aplicado a conjuntos, nos indicarfa
que conjuntos como A={1,2,3} y B={a,b,c} tienen el mismo tamafo, y
que ambos conjuntos tienen mayor tamafio que el conjunto C={1,2}.
Pero no sabriamos diferenciar el tamafo entre conjuntos con una can-
tidad infinita de elementos.

¢ Definicién (de conjuntos equipotentes, equivalentes o de igual
cardinal o tamafo).- Sean A y B conjuntos. Diremos que Ay B son
conjuntos equivalentes, equipotentes o de igual cardinal, si existe

una funcién biyectiva f: A = B. Cuando esto ocurra escribiremos:
A=B

Teorema 3.3.2.1. (la equivalencia de conjuntos en una familia de
conjuntos dada es una relacién de equivalencia sobre dicha familia
de conjuntos)

Sean A, B, y C conjuntos arbitrarios de una familia de conjuntos dada.
Entonces se cumple:
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1. A=A

2. Si A=B entonces B=A.

3. Si A=B y B=C entonces A=C.
La demostracién es inmediata, ya que:
Para 1, basta considerar la funcién identidad de A;
Para 2, basta considera la funcién inversa de la biyeccién de A a B;
Para 3, basta hacer la composicién de funciones biyectivas correspondiente.
Notemos que para hablar de que (=) es una relacién de equivalencia,
es necesario definir la relacién sobre una familia de conjuntos determi-
nada, pues como sabemos, hablar del conjunto o familia de todos los

conjuntos lleva a una paradoja, la paradoja de Russell.

* Definicién. (de conjunto finito y de cardinal, o nimero cardi-
nal, de los conjuntos finitos)

Diremos que el conjunto A es finito, si y sélo si, A=0 0 A= N,, para
algtin m € N, donde N,, ={k € N : k < m}.

Si A es un conjunto finito, el cardinal de A serd denotado por card(A)
y es definido por: card(A)=0 si A= y card(A)=m si A= N,,

Teorema 3.3.2.2. (sobre el cardinal de la unién de dos conjuntos fi-
nitos disjuntos)

Sean Ay B conjuntos finitos y disjuntos. Entonces:

card(AUB)=card(A)+card(B).
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Demostracion:

Sea m4 =card(A) y mp =card(B).

Entonces existen f: 4 > N,, ,yg: B—> N,

Sea el conjunto de niimeros naturales dado por:
C={kEN:my+1sk<smy+mp,

yseah: N, = C, definida por 4(x) = x + my, la cual es evidentemente
una biyeccién.

Entonces la funcién p: AU B = N, ., definida por:

] f®) 5i xEA}
]’(x)‘{ hg(x) i xEB

es biyectiva. Demuéstrelo como ejercicio.

e Definicién. (de conjunto infinito) Sea A un conjunto. Decimos
que A es infinito, si no es finito.

Ejemplo:

El conjunto de niimeros naturales es infinito. Aunque esto es evidente,
veamos como se podria demostrar.

Si N fuera finito, como no es el conjunto vacio, existiria un nimero
natural 7 tal que N = N,, y por tanto una biyeccién f: N,, = N.
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Pero n=1+ i f(i)) EN es mayor que cualquier elemento de la imagen
i=1
de £, luego f: IV,, — N no es sobre, y no puede existir tal biyeccién.
Como N no es finito, entonces es infinito.
* Definicién (de conjunto numerable). Sea A un conjunto. Dire-
mos que A es numerable, si A es finito o A=/N. En el caso A=N

diremos que A es infinito numerable y que el card(A)=card(N).

Sea P = {2n: n € N} el conjunto de niimeros naturales pares, y sea I =
{2n-1: n € N} el conjunto de ndmeros naturales impares.

Sabemos que N=PUIL yqueg: NNI=®

Es fécil probar que f: N — P,y g: N — [ definidas respectivamente
por:

fn)=2n, y gn)=2n—1,
son biyecciones.

Observacién.

Notemos que el conjunto nimeros naturales pares y el conjunto de
numeros naturales impares son subconjuntos propios del conjunto de
numeros naturales, sin embargo, ambos poseen el mismo cardinal que
el de los naturales.

Esto no es posible en el caso de conjuntos finitos, si A es un subcon-

junto propio del conjunto finito B entonces el cardinal de A tiene que
ser menor que el cardinal de B, jpruébelo!
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Teorema 3.3.2.3. (sobre la unién de dos conjuntos infinito nume-
rables y disjuntos)

Sean A y B conjuntos disjuntos y cada uno de ellos infinito numerable.
Entonces su unién es un conjunto infinito numerable.

Demostracién.

Sean f: A— N, y g: B—> N biyecciones. Entonces la funcién b : AUB— N
definida por:

2 f(x) si x€A
h(x)z{Zg(x) -1 si xEB}

es una biyeccidn.

iPruébelo!

Teorema 3.3.2.4. (sobre el cardinal de subconjuntos del conjunto
de niimeros naturales)

Sea A C N. Entonces A es finito o infinito numerable.
Demostraciéon.

Supongamos que A no es finito. Como (N, <) estd bien ordenado, en-
tonces A tiene elemento minimo segiin (=).
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Si definimos por f(1) a ese elemento minimo, y si, suponiendo defini-
do a f'(n), definimos al conjunto A, por A,={m EN: m > f(n)}, yal
minimo de A4, por f(n+1), entonces la aplicacién asi definida f: N —
A estd bien definida y es una biyeccién.

iPruébelo!
Una consecuencia inmediata de este teorema es que:

Corolario.- Si B es infinito numerable y A es subconjunto de B, enton-
ces A es finito o infinito numerable.

Demostracién.-

Sea f: B — N una biyeccidn, la cual existe pues B es infinito numera-
ble, y consideremos A4 = ®, ya que si A es el conjunto vacio es trivial.

Entonces, la funcién restriccién de fa A f/A : A — f(A), es evidente-
mente una biyeccién. Como f(4) € N, por el teorema anterior obte-
nemos que f(A) es finito o infinito numerable y, como por definicién,
el conjunto A tiene el mismo cardinal que el conjunto f(A4), pues existe
una biyeccién entre ambos conjuntos, podemos concluir que el con-
junto A es finito o infinito numerable.

l Nota:

1) Sean A y B disjuntos, A finito y B infinito numerable. Es ficil pro-
bar que su unién es infinito numerable, y su prueba es:

Hay dos casos posibles A =® o A= ®.
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Si A es el conjunto vacio, la unién de A y B es B, luego su unién es
infinito numerable.

En el otro caso A = @, de ser finito A, existe nE N wal que f: A—> N, es
una biyeccién. Ademds, existe una biyeccién 4 : B— N, por ser B infinito
numerable.

Basta definir:

_ . | fl) si x€A }
g=AVB—=N, como g(x)—{ h(x)+n si xEB

la cual serd también una biyeccién.

Por tanto, también en este caso, la unién de A y B es un conjunto in-
finito numerable.

2) Notemos ahora que, en los resultados anteriores, la condicién de ser
disjuntos no era necesaria, pues:

AUB=(A(AUB)UB

Es decir, la unién de un conjunto finito y un conjunto infinito nume-
rable es un conjunto infinito numerable.

3) N x N un conjunto infinito numerable.

Basta considerar la aplicacién f: N x N — N definida por f((n,m)) =
273", la cual estd bien definida y es inyectiva, pues la descomposicién
en factores primos da un dnico nimero natural. Luego, es una biyec-
cién sobre su imagen.
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Asi, N x N tiene el mismo cardinal que un subconjunto de &, pero
como N x N evidentemente no es finito, entonces es un conjunto in-
finito numerable.

Teorema 3.3.2.5.- (cardinal del conjunto de nimeros racionales)

El conjunto de nimeros racionales Q es un conjunto infinito nume-
rable,

Demostracidn:

Probemos primero que el conjunto de niimeros racionales positivos 0,
es un conjunto infinito numerable.

Sea F el conjunto de expresiones fraccionarias de la forma 2/ , donde
p y q son ntimeros naturales. Es claro que Q*C F y que 0" no es finito.

Seaf: F— Nx N, deﬁnldaporf(P/> =(p,9). La funcién f: F— N x
N es uno a uno y aplica F sobre Nx N

Por tanto F es un conjunto infinito numerable y como Q*C F no es
finito, entonces también es infinito numerable, pues es equivalente a
un subconjunto infinito del conjunto numerable NV x N.

Después de probado esto, se obtiene inmediatamente que Q es un con-
junto infinito numerable, pues Q= 0" U Q- U {0}, donde 0", conjun-
to de nlmeros racionales negativos, es un conjunto infinito numerable

al serlo 0%, pues f: O~ — Q" definida por f(x) = -x es una biyeccién.
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Por tanto @ = O U @0~ U {0} también es un conjunto infinito nu-
merable, al ser una unién de dos conjuntos infinitos numerables y un
conjunto finito.

Asi tenemos que: card( Q )=card(V)

Teorema 3.3.2.6. (sobre el cardinal de R)
El conjunto de nimeros reales R es un conjunto infinito no numerable.
Demostracién

Sabemos que todo ndmero real x del intervalo (0,1) tiene una tnica re-
presentacién de la forma x = 0.x; x2... donde x, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
para todo #n € N es el digito en el lugar n de la representacién decimal
de x, asumiendo que la parte decimal no contiene una sucesién infinita
de nueves repetidos; por ejemplo escribiendo 0.300 por 0.299.

Supongamos que exista una biyecciéon f: N — (0,1), y llegaremos a una
contradiccién.

Sea b = 0.6 b, b3... donde b, = 2 si el digito en el lugar n de la repre-
sentacion decimal de f(n) es 1, y &, = 1 si el digito en el lugar n de la

representacion decimal de f(n) es diferente de 1.

Entonces & # f (n) para todo n € N, luego f: N — (0,1) no es sobre.
Por tanto, se contradice que sea una biyeccién.

Hemos obtenido asi que el intervalo (0,1) no es un conjunto infinito
numerable. Pero es infinito, luego es un infinito no numerable.
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Es fdcil definir una aplicacién biyectiva g: (0,1) = R, por ejemplo:

- T
g(x) = tan (J'cx 5 )

Por tanto, el conjunto de niimeros reales tiene el mismo cardinal que el
intervalo (0,1), luego es un conjunto infinito no numerable.

3.3.3. Aplicaciones que preservan el orden

Dado un conjunto A y una relacién de orden parcial R sobre A, es de-
cir, una relacién que es reflexiva, simétrica y transitiva sobre A, decimos
que el par (4,R) es un conjunto parcialmente ordenado.

El estudio de aplicaciones que preservan esta estructura de orden juega
un importante rol en el anélisis de los objetos de la matemitica.

* Definicién.- (de aplicacién que preserva el orden) Sean (4,R) y
(B,S) conjuntos parcialmente ordenados. Nosotros decimos que la
aplicacién f: A — B preserva el orden dado, si y sélo si:

VxyEA (xy) ER <= (f), fONES

También decimos que fes una funcién que preserva el orden.

Sabemos que (R,s) es un conjunto ordenado parcialmente, (lo es to-
talmente).

Definimos que una funcién f:+ R — R es creciente, si para todo
%,y € Dom( f) se tiene que:

x<y=f(x) <f.
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Es ficil probar que f: R— R es creciente, si y s6lo si, preserva el orden (=).

* Definicién. (de isomorfismo de orden) Sean (4,R) y (B,S) con-
juntos parcialmente ordenados. Decimos que A y B son isomorfos
de orden, si y sélo si, existe una biyeccién f: A —> B que preserva el
orden.

En dicho caso decimos que la aplicacién f: A — B es un isomorfismo
de orden.

Una propiedad se dice que es una propiedad de orden, siempre que:
cada vez que la propiedad la posea un conjunto parcialmente ordenado
(A,R) cualquiera, entonces también la poseen todos los conjuntos par-
cialmente ordenados que sea isomorfos de orden de (4,R).

Teorema 3.2.3.1. (propiedades de orden)

Sean (4,R) y (B,S) conjuntos parcialmente ordenados y la aplicacion
f:A— Bun isomorfismo de orden. Entonces:

1) La aplicacién inversa f ' : B — A es un isomorfismo de orden.

2) Si el conjunto A estd totalmente ordenado por R entonces el
conjunto B también estd totalmente ordenado por S.

3) Si X es una cadena en (4,R) entonces f ( X ) es una cadena en
(B.S).

4) Si “a” es elemento minimal (maximal) en (4,R), entonces f(a) es
un elemento minimal (maximal) en (B,S5).

5) Si “a” es el minimo (mdximo) en (A4,R), entonces f(a) es el mini-
mo {mdaximo) en (B,S).

6) Si A estd bien ordenado por R, entonces B estd bien ordenado

por S.
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Demostracién.

* Demostracién de 1

La aplicacién inversa /' : B—> A es una biyeccién, pues f: 4 — B loes.
Seanu, vEB 'y x=f"(u), y=f"(v)

Entonces, f(x) =« f()) =v y, como f: A — B, es un isomorfismo
de orden

(o) = (fx), fO)ES= (xy) = (), f' () ER
Por tanto, f~' mantiene el orden.

Por tanto, la aplicacién inversa ' : B — A es un isomorfismo de
orden.

* Demostraciéon de 2.

Sean 61,6, € B, entonces existen a1,2; € 4, tales que fla) =by, y
f(az) = by, pues f: A — Bes sobre, al ser una biyeccién.

Como el conjunto A estd totalmente ordenado por R, entonces
(ﬂl) 42) € R) 0 (425 dl) € R’
y como f: A — B preserva el orden, entonces:

(f(@), f(@)) ER o (f(a), f(a)) ER

€s dCCiI‘, (b], bz) ES, 0 (bz, é1) & S
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Por tanto, el conjunto B estd totalmente ordenado por S, si el con-
junto A lo estd por R.

* Demostracién de 3.- Inmediata de 2, se deja como ejercicio.

¢ Demostraciéon de 4.- Demostremos el caso minimal; el caso maximal
es similar, y se deja como ejercicio.

Sea a un elemento minimal de (4,R). Probemos que f(4) es minimal

en (B,S)

Si (5, f(a)) € S, entonces y € B, y como f: A —> B es sobre, al ser una
biyeccién, existe x € 4, tal que f(x) = y; asi ( f(x), f(a)) € S.

Pero, como f~' : B—> A preserva el orden, entonces (x,4) € R, lo que
implica, al ser 2 un elemento minimal de (4,R), que x = 4.

Se sigue que, f(x) =y = f(a)
Por tanto, f(2) es un elemento minimal en (B,S).
* Demostracién de 5.- Se deja como ejercicio

* Demostracién de 6.- Sea B; C B, B, = ®. Probemos que si (4,R) estd
bien ordenado, entonces B; tiene minimo.

Como f: A — B es sobre, al ser una biyeccidn, existe A1 C A, A1 = ®,
tal que f(41) = Bi.

Si (A, R) estd bien ordenado, existe a1 € Ay, tal que, Va € A; (a1,4) ER,

Pero, como f: A— Bpreservael orden, entonces VaE A (fla1), fl@) €S,
es decir, V6 € B, ( f(a1), b) € S.
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Por tanto f(a1) es el minimo de B;.

Es decir, hemos probado que todo subconjunto no vacio de B tiene
elemento minimo, si eso ocurre con A.

Luego, hemos probado que si (4, R) estd bien ordenado, entonces (B,5)
también lo estd.

3.3.4. Ejercicios propuestos

1) Sean fy g funciones. Pruebe que: f= g, siy sélo si, Dom( f) = Dom(g)
y para todo x € Dom( f), se tiene que f(x) = g(x).

2) Pruebe que: si g: A = B, y f: B — C son sobre, entonces,
fog:A— Crambién lo es.

3) En general, dada f: A — B, existe f' como relacién inversa de la
relacién f. ;Cudndo f~' es funcién? ;Cudndo f~': B — A2

4) Sea f: A — B una biyeccién. Pruebe que:
* paratodo x € Ay todo y € B, se tiene que, f(x) = y < £ ()) = x
o fofl=Igyf'eof=14, dondelsy Lsson las identidades de B

y A respectivamente.

5) Complete la demostracién del teorema sobre la cardinalidad de Ia
unién de dos conjuntos finitos y disjuntos.

6) Pruebe que si B es un conjunto finito y A es un subconjunto propio
de B, entonces el card(A) < card(B).
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7) Complete la demostracién sobre la unién de dos conjuntos infinito-
numerables y disjuntos.

8) Complete la demostracién en el teorema sobre el cardinal de los
subconjuntos del conjunto de nimeros naturales.

9) Complete la demostracién del teorema sobre las propiedades de
orden.

10)

11)

12)

13)

:Es la aplicacién canénica f: Z — Zs uno a uno? Justifique su res-
puesta.

Sea A un conjunto con card(A) = 60. Pruebe que hay la misma
cantidad de subconjuntos de A con 40 elementos, que subconjun-
tos de A con 20 elementos.

Sean Ay B conjuntos finitos tales que card(A) = n, y n es diferente
de cero. Pruebe que:

e Si B= A, entonces card(B) = n.
e Six € A, entonces card(A - {x}) =n - 1.
o card(A x {x}) = n.

Pruebe que cada uno de los siguientes conjuntos es infinito nume-
rable:

* El conjunto de matrices de orden 2x2 cuyas entradas son ni-
meros naturales.

* El conjunto de todos los subconjuntos del conjunto de niime-
ros naturales que contienen cuatro elementos.

* El conjunto de todas las funciones lineales p(x) = ax + b, donde
a'y b son nlimeros enteros.

* A xA,siel conjunto A es infinito numerable.
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14) Pruebe que (2,00)= R, para todo a € R.

15) ;Es el conjunto de ntimeros irracionales infinito numerable? Justi-
fique su respuesta.

16) ;Es O x Q infinito numerable? Justifique su respuesta.

17) Pruebe que (Q*,<) y (O7,2) son isomorfos de orden.

18) Sea A, el conjunto de todos los factores positivos de 30, y B el
conjunto de todos los factores primos de 30. Pruebe que (4,|)
es isomorfo a (P(B),5). Aqui (] ) es la relacién de equivalencia
“divide”, y P(B) es el conjunto potencia de B.

19) Pruebe que no hay dos conjuntos parcialmente ordenados entre

(N, 5), (Z,5), (Q,=) y (R<) que sean isomorfos de orden entre si.
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4. Introduccion

Uno de los grandes logros de los matemdticos del siglo xix fue la
identificacién de las propiedades algebraicas fundamentales o reglas,
tales como: asociatividad, conmutatividad, distributividad, etc, que
gobiernan el comportamiento, en este sentido, de los nimeros reales.
El reconocimiento que otros objetos, diferentes a los nimeros reales,
puedan tener algunas de estas propiedades o reglas, eventualmente
motivé el desarrollo del dlgebra abstracta.

Nuestro objetivo en este capitulo no es el desarrollo del dlgebra abstrac-
ta, sino la presentacién de las reglas fundamentales que gobiernan los
numeros desde este punto de vista, y la ejemplificacién, en un contexto
mds general, de ciertos tipos de estructuras o sistemas algebraicos.

Para ello estudiaremos primeramente el concepto de operacién binaria,
que generaliza los conceptos de adicién y multiplicacién de nimeros,

asi como otros ejemplos.

Posteriormente haremos el estudio de algunas estructuras algebraicas
simples, sus propiedades y ejemplos.

Luego consideraremos los isomorfismos algebraicos para mas tarde es-
tudiar algunas estructuras algebraicas no simples.
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Por dltimo propondremos un grupo de ejercicios para que el lector,
con su realizacién, logre el dominio de los temas estudiados.

4.1. Operaciones binarias

Cuando sumamos y multiplicamos nimeros, ;qué estamos haciendo?.
Estamos aplicando, en cada caso, una regla determinada, mediante la
cual le estamos asignando, a un par de elementos de un conjunto, (a un
par de niimeros), un elemento del conjunto, (un ndmero).

* Definicién. (de operacién binaria) Sea S un conjunto no vacio y
sea * una funcién. Diremos que * es una operacién binaria sobre S,
si,ysélosi, *: SxS§—§

En el caso que * es una operacién binaria sobre S, diremos que la ima-
gen de (4,6) por * es su producto, y lo denotaremos por: # (2,6) = a * b

Ejemplo 1. La adicién, y la multiplicacién de ndmeros reales, son
operaciones binarias sobre el conjunto de ndmeros reales.

Por convenio, en este caso, al resultado de la adicién de los nimeros
[{9e]

a” y “b” se le llama: suma de “a” y “b”, y se reserva la palabra producto,
para el resultado de la multiplicacién de “a” y “b”.

Ejemplo 2. La adicién y la multiplicacién de matrices de orden 2X2
con entradas nimeros reales son operaciones binarias sobre el conjunto
de estas matrices.

Por convenio, al igual que en el caso real, se dice la suma de las matrices

Ay B, al resultado de la adicién de dichas matrices y, se reserva la pala-
bra producto, para el resultado de la multiplicacién de A y B.
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Ejemplo 3. Dado un conjunto A, la unién y la interseccién de conjun-
tos, son operaciones binarias sobre el conjunto potencia de A, P(A).

Por convenio, al resultado de la unién (interseccién) de los conjuntos
B y C se le llama: unién (interseccién) de By C.

* Definicién. (de operacién binaria cerrada en un conjunto) Sea *
una operacion binaria sobre el conjunto no vacio S,y A C S. Se dice
que * es cerrada en A, siy sélo si, x * y € A, para todo x, y €E A

Ejemplo. La adicién y multiplicacién de ndmeros reales son opera-
ciones binarias cerradas en el conjunto de nimeros naturales, en el
conjunto de niimeros enteros y en el conjunto de nimeros racionales.

Nota. En lo que sigue diremos simplemente operacion, en vez de
operacion binaria.

* Definicién. (de operacién conmutativa) Sea * una operacioén so-
bre el conjunto no vacio S. Diremos que * es conmutativa si, y s6lo
si,a*% b =0bx*a, para todo a,b € S

Ejemplo 1. La adicién y la multiplicacién de nimeros reales son ope-
raciones conmutativas.

Ejemplo 2. La adicién de matrices, de orden 2X2 con entradas reales,
es conmutativa, pero la multiplicacién no.

* Definicién. (de operacién asociativa) Sea * una operacién sobre
el conjunto no vacio S. Diremos que * es asociativa, si y sélo si,
a* (bx*c)=(ax*b)*c paratodo a,b,c €S

Ejemplo 1. La adicién y la multiplicacién de nimeros reales son aso-
ciativas.
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Ejemplo 2. La adicién y la multiplicacién de matrices, de orden 2X2
con entradas reales, son asociativas.

* Definicién. (de elemento identidad) Sea * una operacién sobre el
conjunto no vacio S. Diremos que ¢ € § es un elemento identidad

para la operacién * si, y solo si, e * a = a % ¢ = a, para todo a € S

Ejemplo 1. La adicién y la multiplicacién de nimeros reales tienen
elemento identidad, 0 y 1, respectivamente.

Ejemplo 2. La adicién y la multiplicacién de matrices, de orden 2X2

1
con entradas reales tienen elemento identidad (8 8) y ( 0 (1)) res-
pectivamente.

4.1.1. Ejercicios propuestos sobre operaciones binarias
1) Sea la operacién * definida sobre Z por: x % y = xy — y
Evaltie las siguientes expresiones:

a) (2%3)*(3%2) b) 3 * (1 % (5% 0))

2) Defina la operacién * sobre A = {4,6,¢} mediante la siguiente

tabla de doble entrada:

QN O x>

AR TN SN

a
c
c
a

SN ¥

Evalte cada una de las siguientes expresiones:

© (axb)*(6+*a),
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3)

4)

5)

6)

* ax(a*a)a*a)*a,

e (c*xa)*(axb).

Defina la operacién @ sobre A = {0,1,2} por: x@® y = rdonde res
el residuo de dividir la suma ordinaria de x y y por 3. Represente
® mediante una tabla de doble entrada.

Defina la operacién ® sobre 4 = {0,1,2} por: x ® y = r donde
r es el residuo de dividir el producto ordinario de x y y por 3.
Represente ® mediante una tabla de doble entrada.

Sea la operacién * definida sobre el conjunto de nlimeros reales
R por: x * y = x + y — xy Pruebe la veracidad o falsedad de las

siguientes aseveraciones:

* * es asociativa.
* * es conmutativa.
* tiene elemento identidad en el conjunto de nimeros reales.

Sea Q el conjunto de todas las matrices de orden 2 x 2 con entra-
das nimeros reales. Sabemos que la adicién y multiplicacién en
Q son respectivamente operaciones binarias. Pruebe la veracidad
o falsedad de las siguientes aseveraciones:

* La adicién en Q es conmutativa.

* La multiplicacién en Q es conmutativa.

* Laadicién en Q es asociativa.

* La multiplicacién en Q es asociativa.

* Laadicién en Q tiene elemento identidad.

* La multiplicacién en Q tiene elemento identidad.
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7) Sea X un conjunto no vacio y <3 el conjunto de todas las funcio-
nes f: X = X:

* Explique porqué la composicion es una operacién binaria so-
bre 3.

* ;Es la composicién asociativa sobre 3? Explique.

* ;Esla composicién conmutativa sobre 3? Explique.

* ;Tiene la composicién elemento identidad sobre J? Explique.

4.2. Sistemas algebraicos simples

En el capitulo anterior estudiamos las estructuras de orden. Una ma-
nera de organizar la inmensa cantidad de posibles operaciones que
pueden definirse sobre conjuntos no vacios, es mediante las [lamadas
estructuras algebraicas. Una estructura algebraica es un conjunto no
vacio junto con una o mas operaciones definidas sobre el, la cual es
simple, cuando es una sola operacién.

Al igual que hicimos con las estructuras de orden, si tenemos un con-
junto no vacio Sy una operacién binaria * sobre él, diremos que el par
(8,%) es un sistema algebraico simple. En lo que sigue no destacaremos
el hecho de ser simple y diremos sélo estructura algebraica.

Podemos clasificar distintos sistemas algebraicos a partir del cumplimiento
de ciertas propiedades en ellos, llamadas axiomas de la estructura
algebraica correspondiente, y asi dar nuevas definiciones de estructuras
algebraicas especificas, mediante los axiomas que las definen.
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4.2.1. Semigrupos

La estructura de semigrupos es una de las estructuras algebraicas mds
simple, es aquella estructura en que se cumple la propiedad asociativa.

¢ Definicion.- (de semigrupo) El sistema algebraico (§,*) es un se-
migrupo, si la operacién * es asociativa.

Los ejemplos dados antes de operaciones asociativas forman estructu-
ras de semigrupo.

Teorema 4.2.1.1.- (fundamental de semigrupo)

Sean (S,*) un semigrupo y x; € S, para todo i € N. Entonces queda
univocamente determinado el elemento y, = x; * x, *... * x,, para todo
n € N como elemento de S. (La definicién matemdtica de y, , es decir,
de los puntos suspensivos, se hace por recurrencia: y; = x; para n = 1,
y supuesto definido y, , se define y,,; = y, * x,,; , asi queda, por induc-
ci6én matemdtica, definido y,, para todo n € N ; el hecho que pueden
eliminarse los paréntesis es consecuencia de la propiedad asociativa,
que es lo que se estd destacando en el teorema)

Demostracién
Sea (S,*) un semigrupo, x; € S, para todo i € N.
Es claro que x; * x, es un elemento tnico de § cualesquiera sean x; ,

x, €S, pues * : $ x § = S. Luego queda univocamente determi-
nado el producto de dos elementos de S. Por tanto, la proposicién:
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si x; € S para todo i € N, entonces queda univocamente determinado
el elemento y, = x; * x, *...* x,, como elemento de S.

Estd probada que es cierta para 7 = 2. Es trivialmente cierta para n = 1.

Supongamos que el producto de cualquier combinacién de j elementos
de Scon 2 =j = n queda determinado univocamente, entonces

Yna1 = ()/n) * Xy = (yn—-l * xn) * Xyl = (yn—l) * (xn * xn+1)7

donde esta tltima igualdad se obtiene por la asociatividad en el se-
migrupo, luego estd univocamente determinado, no dependiendo de
cémo se asocie, pues siempre se puede igualar, por asociatividad, al
producto de dos elementos que estdn univocamente determinados,
pues y, y ¥,-1 estin univocamente determinados por hipétesis de in-
duccién completa, y el producto de dos elementos de S también.

Ahora tiene sentido definir la potencia enésima de un elemento.

* Definicién. (de potencia enésima) Sea (S,*) un semigrupo y 2 €
S. La enésima potencia de « es denotada por 4%, y definida en forma
recurrente por: 4' = 4 y, para todo nimero natural #, conn > 1, 4" =
tl”_l * g

Ejemplo. Sabemos que (R,*) y (R,+) son semigrupos. En el primer caso
la potencia enésima de 2 € R, se denota como usualmente en las es-
tructuras de semigrupo en general, por 4"; sin embargo, en el segundo
caso, en el aditivo, la potencia enésima de 2 € R, no se le llama asi
usualmente, y se denota por nz o n - a.

Si en una estructura algebraica (§,*) dada, la operacién satisface el axio-
ma de conmutatividad, se dird que dicha estructura es conmutativa.
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Teorema 4.2.1.2.- (de la potencia enésima de un producto)
Sea (S,*) un semigrupo conmutativo, Entonces:

Vx, y€S, VnEN, (x®y)"=x"*y"
Demostracién:
Hacemos la demostracién por induccién. Sean x,y € § arbitrarios, en-
tonces: (x * y)' = x * y por definicién; si suponemos que (x * y)” = x” *
", entonces:

(o k)™t = (x ok )7 (x % y), por definicién

= (x" % y") * (x* y), por hipdtesis de induccién

((X” ® ) * y) * y, por asociatividad

(x” * (y" * x)) * 9, por asociatividad
(x” * (x * y”)) * 9, por conmutatividad

((x” * x) * y”) * y, por asociatividad

((x” * x) * (" * y)), por asociatividad

ok por definicién.

Luego, est4d demostrada la propiedad
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4.2.2. Monoide

El hecho de que un semigrupo posea elemento identidad, por su im-
g
portancia, va a caracterizar una nueva estructura algebraica.

* Definicién. (de monoide) Sea (S,*) un semigrupo. Si esta estructu-
ra satisface el axioma de existencia de elemento identidad, es decir,
si existe ¢ € S, tal que e * x = x * ¢ = x, para todo x € S, diremos que
(S,*) es un monoide.

Ejemplo 1. (R+) y (R) son monoides con identidades 0 y 1 respec-
tivamente.

Ejemplo 2. El conjunto de matrices de orden 2 x 2 con entradas de
ndmeros reales, con la adicién y con la multiplicacién de matrices, son

1
monoides con identidades (8 8 y ( 0 (1) respectivamente.

La existencia de elemento identidad en una estructura algebraica ga-
rantiza su unicidad.

Teorema 4.2.2.1. (de unicidad del elemento identidad)

Sea (§,*) un sistema algebraico con identidad. Entonces el elemento
identidad es tnico.

Demostracién:
Inmediata, se asume que existen dos elementos identidades y aplicando

la definicién de elemento identidad a cada uno de ellos, se obtiene que
tienen que ser iguales.

pitufo 4: Estructuras Algebraicas




En el estudio de ecuaciones algebraicas, la existencia de “elemento in-
verso’ es esencial.

o Definicién. (de elemento inversible) Sea (S,*) una estructura al-
gebraica con elemento identidad "¢". Sea x € §. Diremos que x es

inversible si, y sélo si, existe yE Stal que x * y =y ¥ x = e.

A tal y se le llama inverso de x, y se denota por: y = x™

Teorema 4.2.2.2. (el inverso, en un monoide, es Gnico)

Sea (S,*) un monoide con elemento identidad "e". Sean x,y € S. Si x es
inversible y x*y=¢ 0 y*x=¢, entoncesy=x".

Demostracion:

Supongamos que y * x = ¢, entonces, como x es inversible existe x™', y
xlzesx'=(yrx)sx'=yx(xxx)=y*e=y.

Notemos que en la tercera igualdad se requirié la asociatividad.

En forma aniloga, se puede probar que y = x™', six * y = e.

Por tanto, queda probada la propiedad.

Nota: En el caso de la estructura (S,+), el inverso de x € S, se le lla-
ma usualmente inverso aditivo u opuesto de x, y se le denota por —x.
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Teorema 4.2.2.3. (el inverso del inverso de un elemento, es el pro-
pio elemento)

Sea (S,*) un monoide con elemento identidad "¢". Sea x € S. Si x es
inversible en (§,%), entonces x™' también lo es, y (x!)™! = x.

Demostracién:
Como x es inversible, por su definicién, x™' también loes,y x*x' = e.
Luego, por el teorema anterior,

(x)" =x

Teorema 4.2.2.4. (la identidad es inversible en un monoide)

Sea (S,*) un monoide con elemento identidad "e". Entonces e es in-
versible.

Demostracion:
Inmediata, basta aplicar la definicién de elemento identidad aplicada

al propio e, y obtenemos que es inversible y su inverso es el mismo, es
decir, ¢ = ¢

Teorema 4.2.2.5.- (del inverso del producto de dos elementos inversibles)

Sea (S5,%) un monoide con elemento identidad "¢". Sean x,y € §'. Si x
e y son inversibles entonces: x * y es inversible y (x*y)7 =y *x7,
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Demostracién:

(exy)* (i *xl) = x* (y * (! * x'l)) Por asociatividad

X % ((y * yl) * x‘l) Por asociatividad

= x* (e*x x7!) Por inverso
=x % x7! Por identidad
=¢ Por inverso.

En forma andloga se prueba que: (y' * x7!) * (x * y) = e Por tanto,
x * y es inversible, y por la unicidad del inverso: (x * y)™' = y' * x7!

4.2.3. Grupo

Para muchos, la estructura de grupo es la estructura algebraica mas
importante, entre las simples. En ella se generalizan las propiedades de
la estructura de (R,+).

* Definicién de grupo.- El sistema algebraico (G,*) es llamado un
grupo, si y sélo si, se satisfacen las siguientes propiedades, llamadas
axiomas de grupo:

1) * es una operacién asociativa

2) (G,*) tiene elemento identidad, ¢
3) Todo elemento de G es inversible.
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En otras palabras (G,*) es un grupo, si y s6lo si, es un monoide en que
todos sus elementos son inversibles. Si un grupo (G, *) satisface el axio-
ma de conmutatividad, es decir, que x * y = y * x, para todo x,y € G,
entonces decimos que el grupo es abeliano o conmutativo.

Ejemplo 1.- (R+) y (R-{0};,") son grupos. Pero (R,*) no es un grupo

pues 0 no es inversible.

Ejemplo 2.- El conjunto de matrices de orden 2 x 2, con entradas
reales y con la operacién de adicién de matrices, es un grupo, pues es

. . an 412y . . -
un monoide, y toda matriz 4 = tiene inversa aditiva que es:
421 422
—d11—412
A =
—d21 —d22

Sin embargo, con la operacién de multiplicacién de matrices, no es
un grupo, pues hay muchas matrices que no tienen inversas segtin la
multiplicacién (todas las que tienen determinante 0).

Si el conjunto G es un conjunto finito con n elementos, y (G,*) es un
J J y
grupo, entonces se dice que (G, *) es un grupo finito de orden n.

Ejemplo 3.- Sea Z, el conjunto de los enteros congruentes médulo
n, para » un nimero natural cualquiera, y definamos la operaciéon de
adicién en Z, por:

X +7 = X ¥, donde la suma x + y es la usual en Z.

Debemos probar que la operacién de adicién estd bien definida en Z,,
es decir, que el resultado de esta operacién no depende de los elemen-
tos que representan las clases involucradas. Esto significa probar que si
X1 =X2 yJ1 =)2entonces X1 + J1=X2 ¥ 2
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Supongamos que X = %2y 1 = J2 , luego existen k,m € Z, tales que x1
—x2=kn y y -y =mn

Entonces, aplicando las propiedades de la adicién de enteros,
(x1 + y1) = (x2 + y2) = (k + m) n, y por tanto, X1 + y1=%2 + )2

Es evidente, por las propiedades correspondientes de los enteros, que
(Z,,+) es un grupo finito y conmutativo de orden 7.

Teorema 4.2.3.1.- (sobre la solucién de ciertas ecuaciones en un
grupo)

Sea (G,*) un grupo, y sean 4, b, x € G. Entonces:
Da*x=5b siysblosix=a'*b
y en forma andloga
D x#ka=b siysdlosix=b+*a’.
Demostracion:

Demostremos la primera, pues la segunda se hace en forma andloga, y
la dejamos como ejercicio.

x=exx=(@'%a)*x=a'*(a*x)=a'*b Portanto,sia*x=b,
entonces x = a4’ * b.

Por otro lado, six = a™' * b, entonces a ¥ x =a* (a7 * b) = (a* a’') *

b=exb=0
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Por tanto, estd demostrada la doble implicacién.

Teorema 4.2.3.2. (sobre la propiedad cancelativa en los grupos)
Sea (G,*) un grupo y sean 2,6,c €E G. Sia*b=a*c o b*a=c*a,
entonces & = ¢. Es decir, la operacién en un grupo, tiene la propiedad
cancelativa.

Demostracién:

Supongamos que 4 * b = 4 * ¢. Entonces:

b=exb=(a"*a)xb=a'*@*xb)=a'*(a*xc)=(a"%a)*c=
e*c=¢.

En forma andloga se obtiene el resultado si & * 2 = ¢ * 4, y se deja como
ejercicio.

Por tanto, estd probada la propiedad cancelativa en los grupos.

Teorema 4.2.3.3. (sobre la potencia enésima en grupos finitos)

Sea (G,*) un grupo finito, y sea 2 € G un elemento de G arbitrario.
Entonces existe n € N, tal que, 4" = ¢

»

Demostracidon:

Como G es finito y toda potencia de # tiene que estar en G, se tiene
y q
que existen potencias distintas que dan el mismo elemento, pues como

. pitulo 4: Estructuras Algebraicas



el conjunto de niimeros naturales es infinito, si no ocurriera asi seria
también infinito. Por tanto, existen p,g EN, p= g y a’ = a’.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que p < g. Entonces:

e=(a?)' xq? = (a?) *a9= (a?)" % (a? % at?) = ((41))—1 % ﬂp> % 9?7 =
e % ﬂ‘i‘l’ - dq‘l’

Basta ahora tomar 7 = g — p, que es un nimero natural pues es un
entero positivo.

¢ Definicién del orden de un elemento de un grupo finito. Sea (G,*)
un grupo finito, y sea 2 € G un elemento de G arbitrario. Diremos
que 7 es el orden de a, siy s6lo si, n = min {mEN: a" = ¢

Notemos que este minimo siempre existe pues, {mEN:@" = ¢} =Dy
N estd bien ordenado por (s).

Ejemplo 4. Sea A un conjunto finito de 7 elementos, con » € N. En-
tonces el conjunto de todas las biyecciones sobre A, con la operacién
de composicién de funciones, forma un grupo, jpruébelo!, y es llamado
el grupo de permutaciones de # elementos.

* Definicién. (de subgrupo). Sea (G,*) un grupo, y H C G. Enton-
ces (H,%) es llamado un subgrupo de (G,*), si y s6lo si, (H,*) es un
grupo.

Nota.- Como la operacién en un grupo es asociativa, entonces la
expresién 4" estd bien definida para todo # € NV, cuando (G,*) es
un grupo y 2 € G. Ademds, en un grupo también se cumplen las
leyes de los exponentes, es decir:

Vo, mEN, VaEG a"*a”=a™" y a" =(a")"
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¢ Definicién. (de grupo ciclico) Un grupo (G,*) se dice que es cicli-
co, si existe un elemento 4 € G, tal que cualquier elemento de G se
puede expresar como una potencia de 4.

Ejemplo 5. (Z3,+) es un grupo ciclico de tres elementos. En él se cum-
plen las siguientes igualdades:

M'=1, @1)P2=1+1=2, (1P=1+1+1=3=0.

4.2.4. Ejercicios propuestos sobre estructuras
algebraicas simples

1) Pruebe que cada una de las siguientes estructuras algebraicas es un
semigrupo:

* (N,*), donde x * y es el minimo en {x,)}.

* (NV,*), donde x * y es el mdximo comun divisor de x y y.

* (P(A),N), donde A4 es un conjunto arbitrario y P(A) es su poten-
cia.

* (NV,*), donde x * y es el mdximo en {x,}.

* (V,#), donde x * y es el minimo comdn miltiplo de x y .

2) ;Cudles de los semigrupos dados a continuacién es también un mo-
noide?

* (N,*), donde x * y es el minimo en {x,y}.

* (NV,*), donde x * y es el mdximo comun divisor de x y y.

s (P(A),N), donde A es un conjunto arbitrario y P(4) es su po-
tencia.

* (N,*), donde x * y es el mdximo en {x,)}.

* (N,*), donde x %y esel minimo comtin multiplo de xy .
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3) ;Cudles de las matrices dadas a continuacién son inversibles respec-
to a la multiplicacién?

()
(3]

4) Asuma que (S,*) es un monoide con identidad e y que x y y son
elementos inversibles en S. Pruebe que:

L x*_y:(x*}/‘l)*)/z,
. (x *_y)‘l *x:}/'l_
o (W) TEx=x

5) Sea A un conjunto finito de 7 elementos, con 7 un nimero natural,
sea P, el conjunto de todas las biyecciones f: A — A, y sea © la compo-
sici6n de funciones. Demuestre que (P,,°) es un grupo, el cual, como

dijimos antes, es llamado el grupo de permutaciones de 7 elementos.

6) Represente en una tabla de operacién el grupo de permutaciones de
tres elementos.

7) Demuestre que para cada 7 € N, (Z,,+) es un grupo conmutativo.

8) Construya la tabla de doble entrada de (Zs +) y encuentre el orden
de cada uno de sus elementos.

9) Sea (S,*) un monoide y sea A el conjunto de todos los elementos
inversibles de (S, *). Pruebe que (4,%*) es un grupo.
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10) Construya la tabla de doble entrada del grupo ciclico de orden 5,
y encuentre el orden de cada uno de sus elementos.

11) Decida, en cada caso, si el sistema algebraico dado es un grupo o
no. Justifique su respuesta:

. (P(A),A), donde donde A es un conjunto arbitrario, P(A4) es su
potencia, y A es la diferencia simétrica de conjuntos.

* (R-{l1},%),dondex*y =x +y — xy.

* (H,°), donde H es el conjunto de todas las funciones f: R — R,
de la forma f'(x) = ax + & para 4,6 € R, y ° representa la com-
posicién de funciones.

12) ;Es el grupo de permutaciones de tres elementos un grupo ciclico?.
Justifique su respuesta.

13) Explique porqué un grupo ciclico finito tiene que ser abeliano.

4.2.5. Isomorfismos algebraicos entre estructuras alge-
braicas simples

En el capitulo anterior, cuando estudiamos conjuntos ordenados, de-
finimos los isomorfismos de orden como biyecciones entre estructuras
de orden que preservan sus érdenes. Ademds, definimos que una pro-
piedad es de orden, cuando la propiedad se mantiene por isomorfismos
de orden entre dos estructuras de orden isomorfas cualesquiera.

Es natural ahora, al estudiar estructuras algebraicas, definir lo que
entendemos como isomorfismosalgebraicos. Estos deben ser biyecciones
entre estructuras algebraicas que preservan sus estructuras desde el
punto de vista algebraico, es decir, preservan la operacién; y asi mismo

lo 4: Estructuras Algebraicas




las propiedades algebraicas deben definirse como las propiedades que
se mantienen por isomorfismos entre estructuras algebraicas isomorfas.

* Definicién. (de homomorfismo algebraico) Sean (4,%) y (B,®)
dos sistemas algebraicos. Entonces la aplicacién f: A — B se dice
que preserva la estructura algebraica o la operacién, si y sélo si,

Vi, yEA flx*y) = f(x) ®f(y).

En ese caso decimos que faplica (4,*) en (B,®), lo que se representa
por f: (4,*) = (B®), y ademds que fes un homomorfismo de (4,*)
en (B,®).

* Definicién. (de estructuras algebraicas isomorfas) Sean (4,*) y
(B,®) dos sistemas algebraicos. Nosotros decimos que (4,*) es iso-
morfa a (B,®), y lo denotamos por (4,*) = (B,®), si y s6lo si, existe
una biyeccién f: A — B, que preserva la operacién, es decir, que es
un homomorfismo algebraico. En ese caso, nosotros también deci-
mos que fes un isomorfismo algebraico o simplemente isomorfismo

de (4,%) en (B,®).

Teorema 4.2.5.1. (sobre propiedades algebraicas)
Sean (4,*) y (B,®) dos sistemas algebraicos, tales que (4,*) = (B,®).
Entonces:

1. Si * es asociativa, entonces ® también lo es.

2. Si * es conmutativa, entonces ® también lo es.

3. Si (4,%) tiene elemento identidad, entonces (B,®) también lo
tiene.
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4. Si cada elemento de A es inversible en (4,*), entonces cada ele-
mento de B es inversible en (B,®).

5. Vm,n € N, si (4,*) es un grupo finito con m elementos de or-
den #, entonces (B,®) es un grupo finito con 7 elementos de
orden 7.

6. Si (4,%) es un grupo ciclico, entonces (B,®) es un grupo ciclico

también.
Demostracién.
Sea f: (4,*) — (B,®) un isomorfismo.
Demostracién de 1:
Supongamos que * es asociativa.
Sean y1, 32, y3 € B, entonces existen x1, x2, x3 € A, tales que
fG) =y, fx) =y, f(x3)=ys,porser fsobre, al ser biyectiva.
Entonces:
1O @) =f) ®( f() ®F () ) = fl) ® flor # x5) =
flaxarw) ) = flarx) 52 ) = fla ) ® flx) -
(&) ®f) ) @ Flx) = (1 ® 1) ® .
Luego, ® es asociativa también.

Por tanto, si * es asociativa, entonces ® también lo es.
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Demostracién de 2:

Supongamos que * es conmutativa.

Sean y1, y2 € B, entonces existen x1, ¥ € A4, tales que:
f(xl) =), f(xz) = 2.

Luego: y1 ® y2 = f(31) ® f(x2) = f (31 % x2) = f (oe2 * x1) = [ (32) ® f(ox1)
=9 ®

Por tanto, si * es conmutativa, entonces ® también lo es.
Demostraciéon de 3:
I"mon

Supongamos que (4,*) tiene elemento identidad "e".

Sea y un elemento arbitrario de B. Entonces existe x € 4, tal que f (x)

= y, luego:
YOf()=fl)®f(e) =flxxe)=flx) =y
En forma andloga, se obtiene que f(¢) ® y = y.
Asi, hemos probado que (B, ®) tiene elemento identidad y es f (e).

Por tanto, si (4,*) tiene elemento identidad e, entonces (B, ®) tam-
bién tiene elemento identidad, y es f(e).

Demostracién de 4:
.

Supongamos que cada elemento de A es inversible en (4,*).
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Sea y € B arbitrario; luego existe x € A, tal que f(x) = y. Como x es
inversible, sea x' su inverso. Sea ¢ el elemento identidad en (4,%), y ya
probamos, en el punto anterior, que £ (e) es el elemento identidad en

(B®).

Entonces: y ® f(x) = f(x) ® f(x') = f(x * x') = f(e) y, en forma
andloga, se obtiene que:f(xfl) ® y=f(e).

Luego, y es inversible y y' = f(x7").

Por tanto, si cada elemento de A es inversible en (4,*), entonces
cada elemento de B es inversible en (B,®).

Demostracién de 5:

Supongamos que #,7 € N son arbitrarios, y que (4,*) es un grupo
finito con m elementos de orden #.

Como fes una biyeccién de A en By A es finito, entonces B es finito
y card(A) = card(B). Por 1,3, y 4 demostrados anteriormente, si (4,*)
es un grupo, entonces (B,®) es un grupo. Por tanto, si (4,*) es un
grupo finito de orden #, entonces (B,®) es también un grupo finito
de orden 7.

Sea 2 € A un elemento de orden 7, probemos f(4) tiene orden 7 tam-
bién.

Sea e € 4, la identidad de (4,*), sabemos, por 3, que f(e) es la identi-
dad de (B,®). Ahora, ( £(@) )" = f(@) = £ (&

Luego el orden de f(a) es menor o igual que #. Probemos que no puede
ser menor. Sea # € N, k < n y supongamos que k es el orden de £ (a).
Entonces:
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f@=( f@)=fa.
Esto cual implica que 4* = ¢, contradiciendo que el orden de z es 7.
Por tanto, el orden de f(a) en (B®) es n al igual que el orden de 2 en (4,%).

Pero, como fees una biyeccién, no puede haber elementos en (B,®) de
orden 7 que no sean imdgenes de elementos de A, los cuales tiene que
tener orden 7 en (4,%), por lo visto anteriormente.

Por tanto, para cualesquiera m,n € N, si (4,%) es un grupo finito con
m elementos de orden 7, entonces (B,®) es un grupo finito con m ele-
mentos de orden 7.

Demostracién de 6:

Sea (A,*) un grupo ciclico. Supongamos sea 2 € A tal que para todo x
€ A, existe n E N, tal que x = &%, el cual existe por ser (4,*) un grupo
ciclico.

Sea y € B arbitrario, luego existe x € 4, tal que y = f(x), por ser fsobre.
Entonces y = f(x) = f(a") = f(a))” y, por tanto, existe & = f(a) € B
que cumple: “para todo y € Bexiste n E N, tal que " = | f(2) )" =",
es dedir, (B,®) es ciclico.

Por tanto, hemos demostrado que si (4,*) es un grupo ciclico, en-
tonces (B,®) es un grupo ciclico también.

En el epigrafe 3.3.2 probamos que la relacién 4 = B es una relacién de
equivalencia sobre cualquier familia de conjuntos dada. Ahora pode-
mos probar que el isomorfismo define una relacién, que es de equiva-
lencia sobre cualquier familia de sistemas algebraicos dados.
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Teorema 4.2.5.2.- (sobre la equivalencia en una familia de sistemas

algebraicos dados).
Sean (4,%), (B®) y (C,®) sistemas algebraicos. Entonces:

1) (4,%) = (4,%).

2) Si (A,%) = (B®) entonces (B®) = (4,%).

3) Si (4%) = (B®) y (B®) = (C®), entonces(4,*) = (C®).

La demostracién es trivial y se deja como ejercicio.

4.2.6. Ejercicios propuestos sobre estructuras algebrai-
cas simples isomorfas

1) Demuestre el teorema sobre la equivalencia en una familia de siste-
mas algebraicos.

2) Decida cudles de las siguientes funciones preservan la operacién y
justifique su decisién:

* f:(R,+) = (R',), definida por f(x) = ¢
. f: ([-—:rc,:rc],+) — <[—1,1],+), definida por f(x) = senx.

* f:(R+) = (R*,+), definida por f(x) = |x|.

f: (R,)) = (R,), definida por f(x) = |«].
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* f:(R+) = (R,+), definida por f(x) = ax + b, donde 2y & son

nameros reales fijos arbitrarios.

* f:(R,) = (R,), definida por f(x) = ax + b, donde 2 y b son nd-

meros reales fijos arbitrarios.
3) Sea 4 = {0,1}.

a) ;Cudntas operaciones binarias diferentes sobre A4 hay? ;Cudn-
tas operaciones pueden definirse sobre A que sean asociativas y
cudntas que tengan elemento identidad?

b) Separe los posibles sistemas algebraicos (4,*) en clases de equiva-
lencia respecto a isomorfismos. ;Cudntos grupos no-isomdrficos
de orden dos hay?

4) Explique porqué el grupo de permutaciones sobre tres elementos no
es isomorfico al grupo ciclico de orden seis.

4.3. Estructuras algebraicas no simples

Hasta ahora, los sistemas algebraicos que hemos estudiado estin for-
mados por un conjunto no vacio y una operacién binaria definida so-
bre el. El estudio de los sistemas numéricos nos indica la importancia
de considerar estructuras formadas con dos operaciones binarias.

En este epigrafe veremos dos ejemplos de estas estructuras: los anillos
y los campos o cuerpos.

En lo que sigue, denotaremos por “+” a una operacién que llamaremos
la operacién de adicién, y al producto por esta operacién se le dard el
y
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nombre de suma; asi mismo, denotaremos por “ 7 a una operacién
que llamaremos multiplicacién, y al producto por esta operacién se la
dard el nombre de producto.

4.3.1. Anillos
¢ Definicién de anillo

Sea A un conjunto no vacio y, + y * operaciones binarias definidas sobre
A. Diremos que (4, +,%) es un anillo, si las operaciones de adicién “+”,
y de multiplicacién “-”, definidas sobre A, cumplen con las siguientes

propiedades, que son los axiomas de anillo:
1) (4,+) es un grupo abeliano o conmutativo.
2) La multiplicacién es asociativa, es decir, (4,°) es un semigrupo.
3) Para cualesquiera x, y z € A, se cumplen la ley distributiva iz-
quierda y la ley distributiva derecha, es decir,

x(p+2)=x"y+x°2 y (x+y)  z=x"y+y°z respectivamente.

Un anillo (4,+,*) en el cual la multiplicacién es conmutativa, se dice
que es un anillo conmutativo.

Si BC Ay (B,+,") es un anillo, decimos que (B, +,°) es un subanillo de
(A +,).

Ejemplos. (Z+,°), (Q,+,") y (R +,") son anillos conmutativos, (Z,+,°)

es un subanillo de (Q,+,7) y también lo es de (R, +,). Ademds, (Q,+,")
es un subanillo de (R, +,°).
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El elemento identidad de + se denotard en lo que sigue por 0, y se le
llamari cero o identidad aditiva. De igual modo, al inverso del ele-
mento 4 segiin +, se denotard por —a, y se le llamard inverso aditivo u
opuesto de 4.

Teorema 4.3.1.1. (algunas propiedades en un anillo)

Sea (A4,+,") un anillo con identidad aditiva 0. Entonces, para cuales-
quiera sean x,y € A, se tiene que:

DO-x=x-0=0

2) x-(=9) = (%) y==(x))

3) (=) (=) =xy
Demostracion:
Demostracién de 1: Sea x € A. Usando que 0 es el neutro aditivo, y
la propiedad distributiva, tenemos que x 0 =x (0 +0) =x- 0+ x 0.
Luego, por la propiedad cancelativade +,x-0=0
En forma andloga se obtiene que 0 - x = 0.
Demostracién de 2: Sean x,y € A. Usando la propiedad distributiva,
que —x es el inverso aditivo de x, y lo demostrado en 1, tenemos que
(~x) y+x-y=(-x+x)-y=0-y=0.Por tanto, de la definicién de

inverso aditivo, se obtiene que: (=x) - () = -(x * y)

En forma analoga, se obtiene que: x - (=) = =(x " »)
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Demostracién de 3: Sabemos que el inverso aditivo de —x, es decir, el
inverso aditivo del inverso aditivo de x, es el propio x.

Por lo demostrado en 2, sabemos que: (—x) - y es el inverso aditivo de
x "9,y que (—x)*(—y) es el inverso aditivo de (—x) - y. Por tanto, (-x)*(-y)

=X

Al igual que en las estructuras algebraicas simples, en las que no son
simples se tiene el concepto de isomorfismo y de estructuras isomorfas.

* Definicién de isomorfismo de anillos y de anillos isomorfos.
Sean (4,+,") y (B,®,®) dos anillos. Si f: A — B es una biyeccién

que satisface, para cualesquiera sean x,y € 4, las propiedades:

D flx+y)=f)Df()
2) flx ) =fX)®f()

Diremos entonces que f: A — B es un isomorfirmo entre el anillo
(4,+,") y el anillo (B,®,®). En el caso que existe un isomorfismo de
anillos entre dos anillos dados, diremos que estos anillos son isomorfos.

Al igual que antes, las propiedades algebraicas de un anillo son comu-
nes entre todos los anillos isomorfos.

Por ejemplo: Si (4,+,7) y (B,®,®) son anillos isomorfos y (4, +,") es

conmutativo (x * y = y - x, para todo x, y € A), entonces (B,®,®) es
también conmutativo, (# ® v = v ® u, para todo u, v € B)
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4.3.2. Cuerpos o Campos

* Definicion de cuerpo o campo.- Sea (£+,*) un anillo conmutativo.
Diremos que (£ +,) es un cuerpo o campo si, y sélo si, (F —{0},")
es un grupo, es decir, si a los axiomas de anillo conmutativo, se le
adicionan los axiomas de existencia de unidad o neutro de la mul-
tiplicacién y el de la existencia de inverso multiplicativo para todo
elemento de F, con la excepcién del neutro de la adicién o 0.

En todo lo que sigue, excepto que se especifique lo contrario, denota-
remos por 0 y 1 respectivamente, a los neutros de la adicién y la mul-
tiplicacién de un cuerpo cualquiera.

Nota: Por supuesto que todas las propiedades que tienen los anillos,
también las tienen los cuerpos.

Demostremos la siguiente propiedad de los cuerpos:

Propiedad de cuerpo.- Sea (£+,) un cuerpo y 1 la identidad o
neutro de la multiplicacién. Entonces para todo x € F se tiene que
-x=(-1) " x.

La demostracién de esta propiedad se reduce a probar que (-1) - x es el
inverso aditivo de x, y para ello basta probar que (-1) - x + x = 0.

Usando el axioma de la identidad multiplicativa, la propiedad distribu-
tiva, el axioma del inverso aditivo y la propiedad 1 del teorema sobre

propiedades de anillos, obtenemos inmediatamente lo que se quiere
probar, y esto es:

(-1) x+x=(-1)"x+1-x=(-1+1)-x=0-x=0.
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Ejemplos de cuerpos: (Q,+,), y (R +,") son cuerpos. Y, andlogamente
al caso de los anillos, (Q,+,") es un subcuerpo de (R,+,).

Un ejemplo de cuerpo finito lo es (Z3,+,°)

* Definicién de diferencia y cociente.- Sea (5+,") un cuerpo, y
x,y € F arbitrarios. Entonces:

1) la diferencia de x y y se denota, y viene definida por: x - y =
x + (=y) donde -y es el inverso aditivo de y.

2) Siy = 0, el cociente de x y y se denota, y viene definido por:

x+y = e (y") donde y' es el inverso multiplicativo de y.

Teorema 4.3.2.1.- (algunas propiedades de los cuerpos)
Sea (E+,") un cuerpo.

1) Sean 4,6 € E a = 0. Entonces la ecuacién 2 - x + & = 0 tiene so-
lucién Gnica x = a7' - (=6).

2) Cualesquiera sean x,y EF, six-y =0, entoncesx =0 o y=0.

3) Cualesquicrasean x,32E F,x- (y—2)=x-y-x-2

Demostracién:

Demostracién de 1. 2 - x + b = 0, si y s6lo si, 4 * x es el inverso aditivo
de 4, es decir, si y s6lo si, a - x = —=b. Pero a - x = —b , equivale a que
a'(a-x)=a' " (-b), luego usando la asociatividad, el axioma de
inverso multiplicativo, y el de identidad multiplicativa, esto tltimo
equivale a que: x = 27 + (-0).
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Al probarse que para todo x € Fa - x + b =0siysélosix =a' - (=b),
queda probada también la unicidad de la solucién.

Demostracién de 2. Supongamos que x # 0. Si x * y = 0, entonces
x' - (x-y) =x" -0,y ahora, usando la asociatividad, el axioma del
inverso multiplicativo, y el de identidad multiplicativa, asi como la
propiedad 1 del teorema correspondiente a las propiedades de ani-
llos, se obtiene que y = 0.

En forma andloga se demuestra que, si y # 0, entonces x = 0.

Demostracién de 3. Se obtiene en forma inmediata usando la defi-
nicién de diferencia, la propiedad distributiva, y la propiedad 2 del
teorema correspondiente a las propiedades de anillos.

o Definicién de cuerpo ordenado. Sea (F+,) un cuerpo. Se dice que
(E+,") es un cuerpo ordenado, si y s6lo si, existe un subconjunto no
vacio P C F, cuyos elementos diremos que son los elementos positi-
vos de F, que satisface las siguientes propiedades, llamados axiomas
de cuepo ordenado:

1) 0&P.

2) P es cerrado por la adicién y la multiplicacién, es decir, la suma
y el producto de elementos de P es un elemento de 7.

3) Para todo x € F, si x = 0y x & P, entonces —x € P.

Los elementos de F diferentes de 0, y que no pertenecen a P, es decir,
que no son positivos, se les llama negativos.
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Teorema 4.3.2.2. (el producto de elementos negativos es positivo)

Sea (£+,") un cuerpo ordenado, y x,y € F —{0} elementos negativos
arbitrarios. Entonces x - y es positivo.

Demostracién:

Usando la propiedad 3 del teorema sobre propiedades de anillos obte-
nemos que x * y = (—x) * (-y). Por tanto, si x,y € F -{0} son negativos,
su producto es el producto de los elementos —x y -y, los cuales son
positivos por el axioma 3 de la definicién de cuerpo ordenado, y este
producto es positivo por el correspondiente axioma 2.

* Definicién. (de <) Sea (£+,") un cuerpo ordenado, sea P el con-
junto de elementos positivos de F, y sean x,y &€ F arbitrarios. De-
cimos que x €s menor que j, y lo denotamos porx <y, siy sélo si,

y-xEP

Decir que x < y equivale a decir que y es mayor que x, lo cual se denota
pory > x.

Las reglas que usamos en 4lgebra elemental para resolver inecuaciones,

conforman un teorema sobre propiedades de orden en los cuerpos or-
denados.

Teorema 4.3.2.3. (propiedades de <)

Sea (E+,') un cuerpo ordenado, y sean x,y € F arbitrarios. Entonces se
cumplen las siguientes aserciones:
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1. Exactamente una de la siguientes proposiciones es verdadera:
X<HX=)%0y<X

2. Six<yyy<z,entonces x < z.

3. Six <y, entonces x + 2 <y + 2.

4. Six<yy0O<z entoncesx-z<y-z.

Demostracidén:

Demostracién de 1. Sabemos que, x = y equivale a que y - x = 0, para
ello basta sumar a ambos miembros de la igualdad el inverso aditivo
de x, y usar las propiedades correspondientes. Luego, si x = y entonces
y = x & Py, por tanto, x < y es falso. En forma andloga se tiene que
x = y equivale a que x — y = 0, de donde se obtiene que, si x = y enton-
ces y < x es también falso.

Si x # y, entonces y — x # 0, y usando el axioma 3 de cuerpo ordenado,
se obtiene que si x < y es falso entonces y < x es verdadero, y viceversa.
En forma andloga, usando la equivalenciade x # y con x — y = 0, si y <
x es falso, entonces x < y es verdadero, y viceversa.

Six <y y y<xson verdaderos, entonces y - xEP y x -y E P, de
donde la suma (y - x) + (x — y) = 0 € P, lo que es una contradiccién.

Como todo elemento de F es cero o diferente de cero, queda pro-

bada 1.

Demostracién de 2. Se obtiene inmediatamente usando el hecho de
que P es cerrado para la adicién.

Demostracién de 3. Se obtiene inmediatamente del hecho evidente de
que y— x €E Pequivaleaque (y +2) - (x +2) EP
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Demostracién de 4. Se obtiene inmediatamente usando el hecho de
que P es cerrado para la multiplicacién.

* Definicién. (de <) Sea (£+°) un cuerpo ordenado y x,y € F arbi-
trarios, decimos que x es menor o igual que y, y lo denotamos por x
<y siysélosi, x <yox=jy.

Ahora se puede enunciar el siguiente teorema, cuya demostracién es
evidente y se deja como ejercicio.

Teorema 4.3.2.4.- (cuerpo ordenado como conjunto totalmente or-

denado)

Sea (E+) un cuerpo ordenado. Entonces (£<) es un conjunto total-
mente ordenado.

4.3.3. Ejercicios propuestos
1) Sean (4, +,") y (B,®,®) dos anillos isomorfos. Demuestre que:

e Si (4, +,) es conmutativo, entonces (B,®,®) también lo es.

¢ Si(4,+,") tiene neutro o unidad multiplicativa, entonces (B,®,&)
también la tiene.

* Si (4,+,7) cumple con los axiomas de cuerpo, entonces (B,®,®)
también los cumple.

2) Sea (G,+) un grupo abeliano o conmutativo. Pruebe que (G, +,°) es
un anillo, donde - estd definida por: x * y = 0, para todo x,y € G
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3) Sea nZ = {nz: z € Z}. Pruebe que (nZ,+,"), donde + y - sonla

adicién y multiplicacién usuales, es un anillo para todo n € N.
4) Pruebe que los anillos (2Z,+,") y (3Z,+,) no son isomorfos.

5) Dé un ejemplo de un anillo con unidad multiplicativa, y de un
subanillo de este anillo con unidad multiplicativa diferente a la del
anillo. Demuestre que en el caso de los campos esto no es posible,
es decir, la unidad multiplicativa de todo subcampo de un campo
dado, es la unidad del campo.

6) Sea (4, +,") un anillo. Si 2 y & son elementos de A diferentes de 0
tales que 2 * & = 0, entonces decimos que 2 y & son divisores de 0; 2
es un divisor izquierdo y & lo es derecho. Demuestre que en el anillo
(Zns+,") los divisores de 0 son aquellos elementos que no son primos
relativos con 7.

7) Pruebe que si p es primo, entonces (Z,,+,") €s un cuerpo o campo.

8) Pruebe que la identidad aditiva en un cuerpo no tiene inverso mul-
tiplicativo.

9) Pruebe que si x es un elemento de un cuerpo, y ¥* = x - x = 0, enton-
ces x = 0.

10) ;Si xy y son elementos de un cuerpo y x* + y* = 0, es necesario que
x = y = 02 Explique su respuesta.

11) ;Tiene solucién la ecuacién x* = 2 para todo valor de 4, en el cuer-
po (Zs,+,7)? Explique su respuesta.
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12) Sean (£+,7) un cuerpo ordenado, P el conjunto de sus elementos
positivos, y x,y € F —{0}. Pruebe cada una de las siguientes propo-
siciones:

13)

Six € Py y¢ P, entonces x * y & P.
x-(-x) & P.

X e P

1€l

Si x &€ P, entonces x' € P,

Sean (£+,7) un cuerpo ordenado y P el conjunto de sus elementos

positivos. Pruebe cada una de las proposiciones siguientes:

1+1=0.

Paratodo x E E x < x + 1.

Para todo x €E P —x < x.

Para todo x EE x € P, siy sélosi 0 < x.
Para todo x € F -{0}, 0 < &2
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5. Introduccion: Sobre el concepto de numero

El concepto de niimero es un resultado del desarrollo de la Matemdtica
y fue formado en el transcurso de un largo y prolongado proceso histori-
co. Todavia hoy en dia algunos confunden el ndmero, cuyo concepto es
abstracto e independiente del sistema de numeracién que se emplee, con
el simbolo que se utiliza para representarlo.

En la estructura de la Matemitica, ademds de las proposiciones y teore-
mas, estdn los conceptos sobre los que éstos se sustentan. La extensién de
los conceptos matemdticos es infinita, por lo que la manera de definir un
concepto matemdtico no es por extensién sino por comprensién. Otras
dos caracteristicas de la Matemidtica que la distinguen de las Ciencias
Naturales y la acercan a la Légica son: que sus razonamientos son hipoté-
tico-deductivos y sus definiciones son nominales, no reales.

Muchas veces vemos que se definen los nimeros naturales, los enteros, y
posteriormente los racionales mediante los simbolos que los representan,
u operaciones no definidas entre estos simbolos y luego, haciendo una
referencia en el sistema de numeracién decimal, “distinguen” teérica-
mente sin base razonada alguna, los irracionales de los racionales, en los
reales.

Aunque el tratamiento del concepto de nimero mediante la simbolo-
gia que se usa para representarlo no es la forma matemdtica de hacerlo,
debe ser considerada adecuada en el nivel basico, pues los nifios no tiene
desarrolladas las estructuras cerebrales para hacer abstraccién y pueden,
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sin embargo, acercarse asi al concepto por las propiedades de sus opera-
ciones aunque sea sin rigor. No obstante, ya en el nivel medio, donde se
debe desarrollar el pensamiento abstracto, racional y critico en nuestros
estudiantes, el maestro de matemadtica debe dominar sus fundamentos,
en particular los correspondientes al concepto de ntimero y la teorfa de
ndmeros.

En la primera parte del capitulo se hace el estudio, en forma esquemati-
ca, del concepto de ndmero natural teniendo como base los axiomas de
Peano. En la segunda parte se define el niimero entero por abstraccién
y se prueba que el conjunto de niimeros naturales estd inmerso en el de
los enteros.

En la tercera parte se vuelve a dar una definicién por abstraccién, ahora
del concepto de ntimero racional, y también se justifica como una nece-
sidad de tipo algebraica, se vuelven a extender las definiciones de adicién
y multiplicacién, en este caso a los racionales, y se prueba que el conjun-
to de los enteros estd inmerso en el de los racionales.

En la cuarta parte se construyen los ntimeros reales por abstraccién usan-
do clases de sucesiones contiguas. Aqui se justifica la necesidad de la
creacién de este nuevo campo numérico, no por una necesidad de tipo
algebraica, sino para poder darle caricter de continuo al nuevo campo
mediante un isomorfismo con los puntos de una recta ordenada. Se vuel-
ven a extender las definiciones de adicién y multiplicacién a este campo,
y se prueba que el conjunto de los racionales estd inmerso en el de los
reales.
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5.1 PRIMERA PARTE: NUMERO NATURAL

5.1.0. Introduccidn a la primera parte

El concepto de ntimero es un resultado del desarrollo de la Matematica
y fue formado en el transcurso de un largo y prolongado proceso histo-
rico. Las rafces de este concepto se pueden encontrar en la necesidad de
contar o en la necesidad de relacionar conjuntos segtin la cantidad de sus
clementos, las cuales se remontan a épocas anteriores a la existencia de
escritura y de las que s6lo existen datos indirectos proporcionados por la
lingiiistica y la etnografia.

Posiblemente no se logre nunca conocer con precision como era que
pensaba el hombre primitivo, pero parece légico aceptar que la necesidad
de expresarse y de pensar ocurrieron simultdneamente, y junto con ella
debe haber estado presente en algin grado la de contar, medir longitu-
des, dreas y voliimenes, la de estimar el peso de algunos cuerpos y, muy
importante, la del concepro de orden. Inicialmente el hombre utilizo
diversos objetos para contar: dedos, piedras, etc, y con el uso de mds y
mds “nimeros”, surgicron simbolos para representarlos.
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Una caracteristica de los primeros periodos de la historia de la cultura
humana es la diversidad de sistemas de simbolos para representar los
nimeros y, con la necesidad de hacer operaciones con ellos la creacién
de diversos Sistemas de Numeracién. Gradualmente, en el transcur-
so de un largo proceso histdrico, se perfeccionaron y unificaron los
sistemas de numeracidn, hasta la aceptacién universal del Sistema de
Numeracién Decimal, el cual es utilizado actualmente por todos los
paises.

Todavia hoy en dia algunos confunden el niimero, cuyo concepto es
abstracto e independiente del sistema de numeracién que se emplee, con
el simbolo que se utiliza para representarlo. La historia y el perfecciona-
miento del concepto de nimero estdn intimamente relacionados con la
historia de la matemdtica en general.

La matemadtica fue vista por mucho tiempo como una ciencia que
representa directamente a la realidad, y su motor para el desarrollo
fue la Fisica. Actualmente es un bello Arte al mismo tiempo que es
Ciencia, y ella misma genera su propio motor para desarrollarse, ya
sea a través de la obtencidn de nuevos resultados o teoremas con be-
llas demostraciones en teorfas conocidas o, mediante la creacién de
nuevas teorfas matemdticas modernas, donde las relaciones y formas
se presentan de manera abstracta mediante conjuntos de elementos
cuyas propiedades y reglas de operacion se dan con ayuda de un sis-
tema de axiomas.

En Matemitica los tipos de conceptuacién que mds interesan, por ser
creadoras de nuevos conceptos, son las definiciones por abstraccién, por
recurrencia y las definiciones axiomdticas, ya que las definiciones expli-
citas sélo son clasificatorias, en ellas s6lo se usan palabras o simbolos
nuevos para conceptos ya definidos.
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En esta primera parte del capitulo se hace el estudio, en forma esquema-
tica, del concepto de nimero natural teniendo como base los axiomas
de Peano.

Muchos maestros discuten sobre si el cero debe ser considerado un na-
mero natural o no. Histéricamente hablando, el cero no habia sido crea-
do atin cuando ya otros niimeros lo habian sido.

Si se asume la posicién de introducir el concepto de niimero natural para
resolver el problema de contar y, teniendo en cuenta que se comienza a
contar por el uno, el cero no deberia ser considerado un niimero natu-
ral. Es decir, los niimeros naturales introducidos como ordinales deben
empezar en uno. Sin embargo, si se asume la posicién de introducir el
concepto de nimero natural para relacionar los conjuntos por las can-
tidades de los elementos que poseen, a través del concepto de cardinal,
y por tanto, tratarlo como un concepto derivado de la Teoria de Clases,
entonces el cero deberia ser considerado como el primer niimero natural
atendiendo a que es el cardinal del conjunto vacio.

Estimo que no reviste importancia, desde un punto de vista conceptual,
que posicién se asume en la discusién anterior, la cual creo que es estéril
pues es un simple asunto clasificatorio y tomar un criterio.

La distincién entre introducir el concepto de nimero natural mediante
su consideracién ordinal o cardinal, no s6lo debe diferenciar si el cero se
va a considerar natural o no, lo cual como dijimos sélo tiene importancia
clasificatoria, sino que conduce a dos aspectos del concepto de niime-
ro natural que corresponden a dos vias diferentes para fundamentarlo,
y esto si es importante. Para los conjuntos finitos ambas vias llevan al
mismo resultado, sin embargo, para los conjuntos infinitos no es asi y la
diferencia es esencial, pues seglin sea el orden elegido para contar, resulta
un numero ordinal diferente.

Fundamentos de matematica




Si el nimero natural se introduce por su aspecto ordinal, entonces es
considerado como un concepto primitivo, y se fundamenta axiomdti-
camente. Esta fue la via seguida por Peano, Hilbert, etc. Si se introduce
por su aspecto cardinal entonces es un concepto derivado del cdlculo de
clases, y asi lo hicieron Cantor y Frege, siendo perfeccionado sobre todo

por Russell.

El Sistema de Peano es axiomético y ordinal en sus inicios, pasando pos-
teriormente a desarrollar la teorfa cardinal; mientras Russell desarrolla
primero la aritmética cardinal como un capitulo de la Teoria de Clases,
para después introducir el nimero ordinal.

El desarrollo completo de cualquiera de ambos procedimientos es largo y
tedioso y para muchos no es, en ninguno de ellos, completamente satis-
factorio. No obstante, nadie debe dudar de la importancia del concepto
de niimero, este concepto constituye la mdxima dificultad de los funda-
mentos de la Matemdtica, pero es la base de toda ella. Asi se muestra en
lo dicho por el famoso matemdtico L. Kronecker: “Dios creé el niimero
natural, Jo demds es obra del hombre”.

En esta primera parte del capitulo se hace el estudio, en forma esquemi-

tica y sintética, del concepto de nimero natural teniendo como base los
axiomas de Peano.
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5.1.1. EIl Sistema de Axiomas de Peano

En el sistema de Peano los términos: “ndmero natural”, un elemento
llamado “uno”, y una relacién “sucesor de” son tomados como no de-
finidos, es decir como conceptos primarios, los cuales, mediante “los
axiomas de Peano” , quedan definidos axiomdticamente por las reglas
que determinan estos axiomas.

Uno puede definir axiomdticamente los nimeros naturales mediante
otro conjunto de axiomas que no sean los de Peano, pero éstos son posi-
blemente los que mds corresponden al concepto intuitivo de contar que
se quiere formalizar.

Axiomas de Peano:

1. Uno es un nimero natural,(1 € N)
2. Para todo nimero natural n existe un niimero natural llamado
sucesor de n, que denotamos por suc(n), el cual es un nimero
natural y estd univocamente determinado por:
(VrEN, Tsucn) EN) A VnEN,Vm E N,;n = m = suc(n) =
suc(m))))
Uno no es sucesor de otro nimero natural, (Vz € N, suc(n)= 1)
4. Para todo m y n nimeros naturales si el sucesor de n es igual al
sucesor de m entonces n es igual am, (V2 E N, VYm € N) (suc(n)
= suc(m) = n = m)
5. Propiedad inductiva. Si un conjunto de nimeros naturales S cum-
ple que:
s 18
* VnES sucln) €S
entonces S contiene a todos los nimeros naturales, (S = V)

W
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Estos cinco axiomas son proposiciones que caracterizan esencialmente
la llamada sucesién numérica natural, o conjunto ordenado de ndmeros
naturales, y puede tomarse como definicién implicita de los mismos.
El sistema (V, suc, 1), donde N, suc, y 1 vienen definidos mediante los
axiomas de Peano anteriores, es conocido como un modelo del sistema
de axiomas de Peano.

Para definir ahora las operaciones aritméticas conocidas entre ntimeros
naturales se utiliza el concepto de operacién binaria. Recordemos que
dados A y B conjuntos no vacios, se define el producto cartesiano A por
B, y se denota A x B, como A x B = {{{a},{a,b}} la€AANbE B}. Asi
mismo, el conjunto {{a},{a,é}} como elemento de 4 x B, se denota por
(4,6), donde a es llamada la primera componente y b la segunda com-
ponente del par (4,4). Ya sabemos que una operacién binaria sobre A,
formalmente hablando, no es mas que una aplicacién de 4 x 4 en A.

Ahora podemos definir la operacién de adicién de nimeros naturales
mediante una definicién por recurrencia.

5.1.2. La adicién de nimeros naturales (+)
A todo par de nimeros naturales (7,7) se le asigna un nimero natural,
llamado suma de 2 y 7, el cual es denotado por 7 + #, y viene definido
en forma recurrente por:

N1.- m + 1 = suc(m), para todo m € N

N2-m + (n + 1) = suc(m + n), para todo m € N

Veamos que estd bien definida como operacién binaria sobre V.
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SeaA={nEN:VmE N, m + n € N}. Es inmediato, usando el quinto
axioma de Peano, que A coincide con el conjunto de los niimeros natura-
les y, por tanto, que estd bien definida la adicién como operacién binaria
sobre V. (1 pertenece a A por N1 y el segundo axioma de los nimeros
naturales; ademds, de n pertenecer a A se obtiene, usando N2, que el
sucesor de n también estd por N1)

Nota.- Como n+1=suc(n), usando el quinto axioma de Peano se 0b-
tiene que 1+n=n+1.

Demostracion:

Sea A el conjunto de nimeros naturales n para los cuales 1+n=n+1.

Es evidente que 1 pertenece a A.

Por N2, 1+suc(n)=suc(l+n), pero suc(l+n)=suc(n+1) si n pertenece a A
y el segundo axioma de Peano. Como suc(n+1)= (n+1)+1 y n+1=suc(n)
por N1, obtenemos que 1+suc(n)=suc(n)+1. Usando el quinto axioma

de Peano A=N.

Ahora podemos concluir con el siguiente teorema que valida las propie-
dades més importantes de la adicién de nimeros naturales.

Teorema 5.1.2.1. (propiedades de la adicién)

1. VxEN,VYyENYVREN) (x+y) +n=x+(y+n)

Propiedad asociativa de +.

2. VxENVnEN) (x+n=n+x)
Propiedad conmutativa de la +.




3. VxENYYENVREN) (x+n=y+n=x=y

Propiedad de cancelacién de la +.

Demostracion.

1. Sea A = {n EN/(x+y) +n=x+(y+n), Vx,yEN}. Probemos que
A es el conjunto de todos los niimeros naturales aplicando el quinto
axioma de Peano.

(x+9) + 1 =suclx +y) por N1
= x + suc(y) por N2
=x+(y+1) por NI

Por tanto 1 € A.
Probemos que si # € A, entonces suc(n) € A.

Supongamos que # € A y sean x,y nimeros naturales arbitrarios.

(x + ) + suc(n) = mc((x +9) + n) por N2

=mc(x+(y+n)> por n€EN
= x + suc(y + n) por N2
=X+ (y + sus(n)) por N2

Por tanto, si 7 € A, entonces suc(n) € A.

Luego, por el quinto axioma de Peano, podemos concluir que 4 = N




2. SeaA = {n EN/(VxEN)(x+n=n+ x)}. Se procede en forma

andloga a como en 1 y se obtiene similarmente que 4 = IV.

3. A={nEN/(VxEN, VyEN)(x+n=y+n)=>x=y}.Seprocede

en forma andloga a como en 1 y se obtiene similarmente que A = N.

Anélogamente a como se hizo con la adicién se puede definir el producto
de nimeros naturales por recurrencia.

5.1.3. La multiplicacion de nimeros naturales (-)

A todo par de nimeros naturales (m,7) se le asigna un ndmero natural
llamado producto de m y #, el cual es denotado por m * #, y viene defi-
nido en forma recurrente por:

Pl.- m-1=m, paratodomE N
P2.- m-suc(n) =m-n+m, paratodomE N

Veamos que estd bien definida como operacién binaria sobre N

Sea A = {n EN:(VmEN) (m-n€E N)} Es ficil e inmediato, usando
el quinto axioma de Peano como antes, probar que A coincide con el
conjunto de los niimeros naturales, y por tanto, que estd bien definida la
multiplicacién como operacién binaria sobre /V, ya que: 1 pertenece a A
por P1, y si n estd en A4, se obtiene por P2 y ser la adicién una operacién
binaria sobre V, que suc(n) también estd.

En lo que sigue y cuando no haya lugar a dudas escribiremos mn por m - n
para denotar el producto de la multiplicacién de los nimeros 7 y ».
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Teorema 5.1.3.1. (propiedades de la multiplicacién)

1. (VxENVYENYVEN) (x+y)) n=xn+yn

propiedad distributiva de - respecto a +.

2. VrnEN) (In=mn)

1 es el neutro de la - .

3. VxEN,VrEN) (xn = nx)

propiedad conmutativa de la - .

4. (VxeNVYyEN VnEN) ((xy)n = x(yn))

propiedad asociativa de la .
Demostracién.

1. Sea 4 = {n EN/(VxyEN) ((x +9) n=uxn +yn>}. Probemos que
A es el conjunto de todos los ndmeros naturales aplicando el quinto
axioma de Peano.

Es trivial que 1 € A4, por P1 y ser x + y un nlimero natural.

Probemos ahora que si # € A, entonces suc(n) € A.

Supongamos que 7 € A. Sean x,y € N arbitrarios. Entonces:

(x + y)suc(n) = (x + yIn + (x + ) por P2
= (xn + yn) + (x + y) por n€A
=((xn+yn) +x) +y por  asoc. de + .
=(xn+(m+x) +y por asoc. de + .
=(xn+ (c+ym) +y por conm. de + .
= ((xn + x) +yn) +y por  asoc. de + .
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=(xn+x) +(yn+y) por asoc. de + .
= xsuc(n) + ysuc(n) por P2.

Por tanto, si # € A, entonces suc(n) EA .

Luego, por el quinto axioma de Peano, obtenemos que 4 = NV y que-
da probado que:

(VxEN,YyEN,VrEN) ((x +y) n =xn +yn).

2. SeaA = {n € N/1n = n}. Probemos que A es el conjunto de todos los
ndmeros naturales aplicando el quinto axioma de Peano.

Es trivial que 1 €4 por P1 param = 1.
Probemos ahora que si # € A, entonces suc(n) € A.

Supongamos que » € A

l*(n+1)=1"n+1 por P2
=n+1 por n€A
= suc(n) por N1 para m=n

Por tanto, si n € A, entonces suc(n) € A.

Luego, por el quinto axioma de Peano, podemos concluir que 4 =

Ny queda probado que:
1 n = n, para todo niimero natural n.

3. Sead = {n€ N/(VxE N) (xn = nx)}. Probemos que A es el conjunto
de todos los niimeros naturales aplicando el quinto axioma de Peano.
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1 € A, pues se probd en 2.
Probemos que si # € A, entonces suc(n) € A.

Supongamos que 7 € A, y sea x € N arbitrario. Entonces:

x sucm)=x"n+x por P2
=x"n+1-x porn € Ay prueba en 2
=(n+1)-x probado en 1

= (mc(n)) ‘X por N1 param = n
Por tanto, si n € A, entonces suc(n) € A.

Luego, por el quinto axioma de Peano, podemos concluir que 4 =

Ny
(VxEN,VunEN) (xn = nx)

4, Sea A = {n EN/(VyEN) ((xy)n = x(yn))}. Probemos que A es el
conjunto de todos los niimeros naturales aplicando el quinto axioma
de Peano.

1 € A, por P1 aplicado para 7 = xy en el término izquierdo de la igual-

dad, obtenemos que (xy)1 = xy, y aplicado para m = y en el término

derecho, obtenemos que x(y1)1 = xy. Por tanto, se tiene la igualdad co-

rrespondiente y asi, que 1 € A.

Probemos que si n € A, entonces suc(n) € A.

Supongamos que # € Ay sean x,y € N arbitrarios. Entonces:




(xy)suc(n) = (ey)n + xy por P2

= x(yn) + xy por n€A
= (ym)x + yx probado en 3
= (yn + y)x probado en 1
= x(yn +y) probado en 3
= x(ysuc(n)) por P2

Por tanto, si # € A, entonces suc(n) € A.

Luego, por el quinto axioma de Peano, podemos concluir que 4 = N
y queda probado que:

(VxEN,VyEN, VrEN) ((xp)n = x(yn))

5.1.4. El orden de los numeros naturales
Definicién
Para cualesquiera 72 y 7 nimeros naturales, diremos que 7 es menor que

n, y lo denotamos por 7 < n, si existe un nimero natural 4, tal que 7
=m+ k.

Teorema 5.1.4.1. (propiedades del orden (<) en los naturales)
1. Para todo nimero natural 7, n <7 + 1

2. Para cualesquiera 4, 4, y ¢ nimeros naturales, si 2 < by & < ¢, enton-
ces a < c. (transitividad)
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3. Para cualesquiera # y 4 nimeros naturales, si @ < b, entonces suc(a) =
b o suc(a) < b.

4. Para cualesquiera 2 y & nimeros naturales hay exactamente una sola
proposicién verdadera de las siguientes tres proposiciones:

a<bb<aa=b

5. Para cualesquiera 4, 4, y ¢ niimeros naturales se tiene que 2 < 4, siy
s6losi,a+c<b+c

6. Para cualesquiera @, 4, y ¢ nimeros naturales se tiene que 4 < b, si
y sblo si, ac < be.

7. Para cualesquiera 4, 4, ¢, y 4 niimeros naturales, si 2 < by ¢ < d, en-
toncesa + c < b +d.

8. Para cualesquiera 4, 4, y ¢ nimeros naturales, si ac = bc, entonces
a=bh.

Demostracion

1. Trivial, puesn + 1 =7 + L.

2. Sia<byb<cexistenp, gEN, talesqueb=a+p y c=b+gq. En-
tonces ¢ = (@ + p) + q y, por asociatividad, ¢ =2 + (p + g).
Ahora, como p + g es un niimero natural, podemos concluir que
a<ec.

3. Sia < b, existe m € N, tal que & = 2 + m. Hay dos casos posibles:

m=1 o m=1.En el primer caso, si m = 1, entonces & = suc(a). En
el segundo caso, si 7 = 1, entonces existe un nimero natural 7 tal




que suc(n) = m. Esto es una consecuencia inmediata de probar que el
conjunto:

A= {m EN:(m=1)v@reEN ((x)n = x(yn))}
coincide con el conjunto de los niimeros naturales, y esta coincidencia
se consigue ripidamente aplicando el quinto axioma de Peano, lo cual se
deja como ejercicio.
Ahora, obtenemos que:

b=a+m=a+sucn)=a+(n+1)=a+L+n)=(@+1)+n=suca) +n

por tanto, suc(a) <b. Y hemos probado que si < b, entonces suc(a)
= b o suc(a) < b.

4, Sea A = {nEN: (VOEN) (n=b)v (n<b) v (b< n))}
Probemos que 1 € A: Sea b € N arbitrario. Hay dos casos posibles
b=1,0b=1.Sib=1,entonces b = suc(c), para algin ¢ € V. Luego,
b=c+1l=1+cyl<b Por tanto, VAE N, 1=bv 1 <b y asi hemos
probado que 1 € A.

Probemos ahora que si 7 € A, entonces suc(n) € A.

Sea b € N arbitrario y supongamos que » € A4

SinE A, entoncesn=bvn<bvb<n.

Caso 1: (n = b). Entonces & < n + 1 por 1, es decir, & < suc(n)
Por tanto, suc(n) € A
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Caso 2: (n < b). Entonces, de 3, obtenemos que & = suc(n) v suc(n) < b.
Por tanto, suc(n) € A

Caso 3: (b <n). Sabemos por 1 que 7 < suc(n) y entonces, por la tran-
sitividad demostrada en 2, obtenemos que & < suc(n).
Por tanto, suc(n) € A

Es decir, en cualquier caso, si 7 € 4, entonces suc(n) € A.

Por tanto, por el quinto axioma de Peano, podemos concluir que 4 = V.
Supongamos ahora que existen 2 y  nimeros naturales tales que dos de
las proposiciones @ = b, a < b 0 b < a son verdaderas y veamos que en
cualquier caso llegamos a una contradiccién.

Sia=bya<bentonces a < a.

Sia < by b <a, entonces de 2 se obtiene 2 < a.

Por tanto, en cualquier caso de suponer que se cumplen dos de las pro-
posiciones anteriores, se obtiene que 4 < ..

Si existe 2 € N, tal que 4 < 4, entonces existe un nimero natural 7 tal
qued=a+nluegoa+1=(@+n+1=a+(n+1),y por la propiedad
de cancelacién de la adicién 1 = 7 + 1 = suc(n) para ese niimero natural
1, lo cual no es posible, pues 1 no es sucesor de ningtin ndmero natural.

Esto es una contradiccién a la suposicién de que existan dos nimeros
naturales para los cuales sean verdaderas dos de las proposiciones: 2 = 6,
a<bob<a.

Como ya habiamos probado que al menos una de ella es verdadera para
cualesquiera sean los niimeros naturales 2 y 4, ahora podemos concluir
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que: una y sélo una de las proposiciones, 2 = b,a<bo b<a,esver-

dadera.

5. Sean 4y b nimeros naturales arbitrarios.
Si 2 < b, entonces existe 7 € N tal que & = 4 + n por definicién. Lue-
go, si ¢ es un numero natural arbitrario, entonces

bvc=@+n)+c=a+mn+c)=a+(c+n=@@+c)+n

Y, portanto,a +c< b + ¢

Sean 4, b, c nimeros naturales arbitrarios.

Sia + ¢ < b + ¢, entonces existe un nimero natural z tal que:

bic=@+c)+n=a+(c+nm=a+(n+c)=@+n+c

Por la propiedad de cancelacién, entonces & = @ + n para ese niimero
natural 7y, por tanto, 2 < b.

Luego hemos probado que, para cualesquiera 4, b y ¢ nimeros natu-
ralesa < b,siysélosi,a+c<b+c.

6. Si a < b, entonces existe n € N, tal que & = a + n. Luego,
be = (a + n)e = ac + ne, y como ne € N, se sigue que ac < be

Si ac < bc, veamos que a < b, usando 4, al no poder ser cierto 4 = & ni
b < a. Si a = b, entonces se tendria que ac = bc, lo cual no puede ser por
4siac < be; si b < a, entonces ya probamos que é¢ < ac, lo cual no puede

ser cierto por 4 si tenemos que ac < b.

Luego, podemos concluir por 4, que: 4 < b si ac < be.
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Por tanto hemos demostrado que, para cualesquiera 4, by ¢ nime-
ros naturales 4 < b, si y sélo si, ac < be.

7. Supongamos que @ < & y ¢ < d. Luego existen n,m € N, tales que,
b=a+nyd=c+m. Entonces:
b+d=(a+n+(c+m)
=((a+n)+c)+m
=<a+(n+c))+m
=(a+(cem)+m
=@+ +n)+m

=(a+c)+(n+m)
Luego,a+c<b+d
Por tanto, hemos probado 7.
8. Sean 4,b,c € N arbitrarios tales que ac < bc. Se prueba ficil, como

antes, que « no puede ser igual a 4, ni tampoco ser mayor que &. Asi
se concluye, de 4, que « < 6.

Teorema 5.1.4.2.

Sea 4 un niimero natural arbitrario. Entonces no existe ningiin nimero
natural 4, tal que a < b y b < suc(a).

La demostracién de este teorema se obtiene inmediatamente suponiendo
la existencia del niimero natural & cumpliendo las condiciones 2 < by
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b < suc(a), y llegando a una contradiccién al aplicar 3 y 4 del teorema
anterior.

* Definicién. (<)

Dados 2 y & nimeros naturales, decimos que 4 es menor o igual a 4, y lo
denotamos por a < b,siysélosi,a<b o a= 6.

Es ahora trivial la demostracién de las propiedades enunciadas en el si-
guiente teorema:

Teorema 5.1.4.3. (propiedades de (<) en los naturales)
Sean 4, b, ¢ niimeros naturales cualesquiera, entonces:
l.asa
2.Siasb y b=a, entoncesa = b.

3.Siasby b=c entoncesasc.
4. asbo bsa

5.1.5. Ejercicios propuestos
1. Demuestre que si # € [V, entonces:

* n=1 o n=suc(m) paraalgin m E N.
* % suc(n).




. Sean (NV,suc,1) y (B,&,e) dos modelos del sistema de axiomas de Pea-
no. Demuestre que existe una biyeccién f: N — B tal que:

* f()=e
* (YnE€EN) ( flsucn)) = &(f()))

. Complete la demostracién del teorema sobre propiedades de la adi-
cion.

Complete la demostracién del teorema que dice: Sea # un niimero
natural arbitrario. Entonces no existe un nimero natural 4 tal que 4
<b y b<sucla).

. Complete la demostracién del teorema sobre propiedades de < en los
naturales.

. Sea P(n) un predicado. Asuma que P(1) es verdadero y que P(suc(n)) es
verdadero siempre que P(n) lo sea. Pruebe que P(n) es verdadero para
todo 7€ N. (esto significa probar que el método de induccién matemati-
ca, es un método vilido de demostracién)

. Explique c6mo usted resuelve, en el sistema de niimeros naturales, la
ecuaciéon 3x + 7 = 19.

. Pruebe que no existe » € N tal que 27 = 5.
. Pruebe que para todo 4,6 € N, si a < b, entonces existe un dnico

cE€ Ntal que b = a + c. (Tal ¢ es llamado diferencia de 6y 4, y es de-
notado por ¢ = 4 - a)

10. Explique por qué la diferencia de dos ntimeros naturales no es una

operacién binaria sobre V.
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5.2 SEGUNDA PARTE: NUMERO ENTERO

5.2.0. Introduccion a la segunda parte

En la ensenanza bdsica, después de definir los ntimeros naturales me-
diante los simbolos 1,2,3,......etc; se acostumbra a motivar la necesidad
de otro campo numérico para representar mediante nimeros “el debo”
versus “el tengo”, y “el no tengo ni debo”. Muchas veces también se uti-
liza como motivacion la necesidad de tener un campo numérico donde
la resta esté bien definida. A continuacién se introducen los simbolos
—1,-2,-3,...,etc para resolver “el debo” versus “el tengo”, y se les llama
enteros negativos y el 0 para resolver “el no tengo ni debo” y se le llama
cero. A los naturales entonces le llaman enteros positivos.

En la primera parte del capitulo se hizo el estudio, en forma esquemati-
ca, del concepto de niimero natural teniendo como base los axiomas de
Peano. En esta segunda parte se define, usando elementos de la Teoria
de Conjuntos, el niimero entero por abstraccion, ademads se definen las
operaciones usuales de enteros, y se prueban sus propiedades fundamen-
tales, asf como que el conjunto de nimeros naturales estd inmerso en el
de los enteros.
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Como se puede apreciar, el concepto de Niimero Entero, al igual que
el de Nimero Natural, no depende del simbolismo que se use para su
representacion.

5.2.1. Definicién por abstraccién de nimero entero

Para ello primeramente definimos la relacién = sobre V x NV como sigue:
* Definiciéon de = sobre Nx N

(@b)s(cd = a+d=b+c

Asi definida, = es una relacién de equivalencia sobre V x /N, como se
enuncia en el siguiente teorema cuya demostracién es trivial.

Teorema 5.2.1.1. (= es una relacién de equivalencia sobre N x N)
La relacién = es una relacién de equivalencia sobre N x NV, es decir:
1. Es reflexiva (V(a,b) ENxN, (a,b) = (a,b))

2. Es simétrica, es decir:

(V(a,b), (c,d) € N x N), si (a,b) = (¢,d) entonces (¢,d) = (a,b)

3. Es transitiva, es decir:

(V(@d). (6d), (ef) ENx N) (si (@6) = (cd) y (o) = (&), en-
tonces (4,6) = (¢,f ))
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Consideramos ahora el espacio cociente N x N /=, cuyos elementos son
las clases de equivalencia definidas por =.

La clase de equivalencia del par (4,6), se denota y viene definida por
(@6) = {(mn) ENx N/ (a,b) = (mn)}

Se define ahora como niimero entero a cada clase de equivalencia y, como
conjunto de niimeros enteros, a N x N /=, el cual se simboliza por Z.

A continuacién vamos a definir la adicién de enteros.

5.2.2. La adicion de numeros enteros

A cada par de nimeros enteros (4,6), (c.d), se le asigna un nmero en-
tero, llamado suma de (4,6) y (¢, d), el cual es denotado y definido por:

(a.6) + (c.d) =(a+ ¢ b+ d) donde lasuma (2 +¢) y (6 + d) es la suma

de naturales.

Para que esta operacién esté bien definida, debe probarse que dicha suma
no depende del elemento que representa cada clase para su suma, es de-
cir, si (a1, &) = (a2, 02) y (c1, &) = (c2, dh) entonces

(@1 + c1, b+ dl) = (a2 + o2, ba+ ﬂ'z)

Esto es trivial, puessiai + by = b1 + a2 'y ¢1 + da = di + 2, entonces se
tiene, evidentemente, usando las propiedades asociativa y conmutativa
de la adicién de niimeros naturales, que (a1 + ¢1) + (62 + da) = (b1 + dh)
+ (42 + 6‘2).
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Por tanto, la adicién de enteros est4 bien definida.

Teorema 5.2.2.1 (propiedades de la adicién de enteros)
Sean x,%z niimeros enteros arbitrarios. Entonces:

L. (x + 3 + 2 =x + (y + x), propiedad asociativa de la adicién de
enteros.

2. x +y =y +x, propiedad conmutativa de la adicién de enteros.

3. x + (1,1) = x existencia de elemento neutro para la adicién de
enteros.

4. Six = (a,b) entonces x + (b,a) = (1,1) existencia del inverso aditivo.

Demostracién:

1. Se obtiene inmediatamente haciendo x = (2,6), y = (cd), z = (e.f)
y aplicando la definicién de suma de enteros y la propiedad asocia-
tiva de la adicién de nimeros naturales.

2. Anilogo a 1y aplicando la propiedad conmutativa de la adicién
de ntimeros naturales, pues por la propiedad de cancelacién en la
adicién de nimeros naturales se tiene que:

(a+1,6+1)=(ab) yasi (ab)=(a+1,6+1)
3. Six=(ab),entoncesx + (ba)=(a+bb+a)=(a+ba+b)=(1,1)

A continuacién definimos la resta o diferencia de enteros como una
suma con el inverso aditivo, es decir, (2,6) — (c.d) = (4,6) + (d¢) = Esta
definicién justifica las notaciones (d,c) = ~(c.d) por las propiedades 2 y
3,ylade (1,1) = -(1,1)
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5.2.3. La multiplicacién de Enteros

Sean (a,0), (c,d) nimeros enteros, la multiplicacién de estos enteros se
define y se denota por: (a,6) * (¢,d) = (ac + bd,ad +bc) donde la adicién y
la multiplicacién ac + db y ad + be son las correspondientes a la adicién
y multiplicacién de niimeros naturales.

Para que esta operacién esté bien definida sobre los enteros no debe de-
pender, el resultado, del elemento que represente cada clase en la multi-
plicacién, es decir, si (a1,61) = (a2,62) y (e1,d1) = (e2,d2) , entonces

(a1,01) - (cr,dy) = (azb2) - (e2,d2)

Esta tltima igualdad equivale a:

(arc1 + br,dy , ardy + bicy) = (@262 + bods , axds + bics)

La cual, para obtenerla debemos probar que:

(a1c1 + bidy) + (a2,ds + b2,00) = (andh + bicr) + (@ac2 + badh)

Del hecho que @y + b2 = a2 + b1 'y ¢ + da = 2 + dh, obtenemos que:
ala + b)) =cila+ b)) 5 blar+d)=bidr+ 1) ;
adr+c) =+ dy) 5 dilar+ by) =di(br + 1)

Ahora igualando la suma de los cuatro primeros términos en estas igual-

dades con la suma de los cuatro segundos términos, y aplicando las pro-

piedades de la adicién y multiplicacién de ndimeros naturales se puede
concluir la igualdad:

(a16‘1 + b1d1) + (azdz + sz‘z) = (d]d] + 5161) + (tlzc‘z + bzdz)
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Y, por tanto, que la multiplicacién de enteros estd bien definida.

Al igual que con los nlimeros naturales, cuando no haya lugar a confu-
sién, escribiremos xy en vez de x - y para representar el producto de la
multiplicacién de dos némeros enteros x, .

Teorema 5.2.3.1. (propiedades de la multiplicacién de enteros)
Cualesquiera sean x,y,z nimeros enteros, se satisfacen:

1. (x9)z = x(y2)
propiedad asociativa

2. xy=yx
propiedad conmutativa.

3 x(y+2)=xy+xz
propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a la adicién.

4. x(2,1) =x
propiedad del elemento neutro para la multiplicacién.

5. (L1 = (L1)
propiedad de la multiplicacién por el neutro aditivo o cero.

6. Six=(1,1) y xy = xz entonces y = z
propiedad de cancelacién de la multiplicacién.

7. xy=(L,1),siysélosi, x = (1,1) 0 y = (1,1)
propiedad de la multiplicacién con resultado cero.
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Demostracion

Sean x = (a,b), y = (cd), x = (e, f), para a,b,c.de, f € N, entonces

1. ()z = ((@6) - (cd) (6. f) = (ac + bd, ad + be) - (e 1),

= ((ac + bd)e +(ad + be) £, (ac + bd) [ + (ad + bc) €)

= (alce + df) + b(de + c f), alc f+ de) + b(d f + ce))

=(a,6)* (ce +df, de + cf) = (ab)- ((cd) - (e, /) = x(y2)

2. Andlogo a 1y usando la propiedades correspondientes de los na-
turales.

3. Andlogo a 1 y usando la propiedades correspondientes de los na-
turales.

4, Sea x = (a,6). Entonces:

x+(2,1) = (@b) : Guc(1), 1) =(a-suc(l) + 6+ 1,a- 1+ b suc(1))

=@ l+a)+ba+b-1+b)=(@+@a+b),a+b)+b)
= (@) = x

5. Andlogo a 4.

6. Six=(1,1), entonces @ = b y, si xy = xz se tiene que:

(ac + bd,ad + bc) = (ae + bf. af + be), de donde

(ac + bd) + (af + be) = (ad + bc) + (ae + bf)
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Y, deaqui,
alc+f)+bld+e)=ald+e)+blc+f). (%

Como a = b, entonces 2 < & o a > b. Supongamos, sin perdida de gene-
ralidad, que 2 < & (en el otro caso se procede en forma andloga).

Sia < b, entonces existe m E N, tal que b = a + m.
Sustituyendo ahora & por 2 + m en (*), obtenemos que:
alc+f)+(@+m)d+e)=ald+e)+(a+mc+f)

y de aqui, utilizando las propiedades de la adicién y multiplicacién de
numeros naturales, se sigue que:

m(d + e) = m(c + f).

Ahora podemos concluir, por la propiedad de cancelacién de ndmeros
naturales, que:

d+e=c+f,esdecir,y=@=(e,f)=z

7. Si xy = (1,1), entonces (ac + bd,ad + bc) = (1,1) lo que significa que:
ac+bd +1 =ad+ be+ 1y, por cancelacién, ac + bd = ad + bc  (%%)

Supongamos ahora que x = (1,1) lo cual significa que 2 # b, vamos a
obtener entonces que y = (1,1) es decir, ¢ = 4.

Andlogamente se puede obtener que x = (1,1) (2 = 6), si y = (1,1) (c = d)

Sia=b,entoncesa < b o a > b. Supongamos ahora que 4 < b, si fuera
a > b, se procederia en forma similar.
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Sea entonces, & = « + m para algiin m € N. Sustituyendo ahora en
(%) tenemos que: ac + (@ + m)d = ad + (a + m)c de donde md =

mc'y, por cancelacién d = ¢, es decir, y = (1,1)

Reciprocamente, si x = (1,1) o y = (1,1), entonces

xy = (ac + bd,ad + bc) = (c + dc+d) =(1,1) o

xy = (ac + bd,ad, + bc) = (a + ba + b) = (1,1)

5.2.4. El orden de los enteros

Sean (4,0) y (c,d) nimeros enteros, entonces decimos que (4,6) < (¢,d)
(leemos menor que) si y sélo si 4 + d < & + ¢, donde aqui el orden (<) es
el definido en los naturales.

Para que esté bien definido este orden en los enteros, es necesario probar
q p

que no depende de los elementos que representan las clases correspon-
dientes. Es decir, debe probarse que:

Si (a1,61) = (a2,62), (cr,d)) = (c2>) v (@1,61) < (c1,d)), entonces (a2,62) <
(Cz,dz)

Si (a1,1) = (a2,62), (c1,d)) = (ca.dh) y (a1,b1) < (c1,dh), entonces a1 + b2 =

bi+ayco+dy=di+o yam +di<bi+a
Entonces, de la tltima desigualdad, &1 + c1 = a1 + d) + m paraalgin m € N.

Luego b1+ ci + by + o =m +di + by + 2 + m y, sustituyendo obte-
nemos:
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bi1vci+br+ror=a+do+ b +c1 +m

Ahora, cancelando, tenemos que b + ¢, = @2 + d + m, es decir, que 2, +
dy < by + 2. Esto significa que (22, 62) < (c2, db)

Por tanto estd probado que estd bien definido la relacién (<) entre
enteros.

Teorema 5.2.4.1. (propiedades de (<) en los enteros)
Sean x,3,z € Z, entonces:
1. Six <y y y <z entonces x < z (propiedad transitiva de <)

2. Hay exactamente una y sélo una proposicién verdadera entre
x <3y <x x =y (propiedad de tricotomia)

Demostracion:

Sean x = (2,0), y = (¢.d), z = (¢, )

1. Si(a,6)<(cd) y (cd)<(e f),entoncesa+d<b+cy c+f<d+e
Se sigue, por propiedad 7 de (<) en los naturales, que
a+d+c+f <b+c+d+e Y, porlapropiedad 5, obtenemos que:

a+f <b+eesdecir (6) < (e f)

2. Decir que exactamente una sola de las proposiciones siguientes es

verdadera, (4,0) < (¢d), (¢.d) < (4,b), (a,6) < (¢,d) equivale a decir que
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exactamente una sola de las proposiciones: 2 +d<b +¢, b+c<a+4,
a+d=>5+c esverdadera. Esto es consecuencia de la propiedad de
tricotomia en los naturales.

Anilogamente a como se hizo en los naturales se define, en el caso de
los enteros, que x <y siysolosi x<y o x=y

Usando las propiedades correspondientes de los naturales se obtie-

ne, en forma inmediata, las siguientes propiedades de orden de los
enteros.

Teorema 5.2.4.2 (propiedades de (<) en los enteros)
Sean x,%2 € Z, entonces:
x<x

Six<y y y<x, entonces x = y.
Six<yy y<zentoncesx<z

L o e

X'S_}l (o] _}ISX

5.2.5. Inmersién de N en Z. Notacion usual
* Definicién (de enteros positivos)
Diremos que el entero x = (2,6) es un ndmero entero positivo si y sélo si

b < a. Si el conjunto de niimeros enteros lo denotamos por Z entonces,
al de enteros positivos, lo denotamos por Z*.
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Teorema 5.2.5.1. (Cerradez de la adicién (+) y la multiplicacién () en Z*)

Las operaciones de adicién y multiplicacién de enteros son operaciones
cerradas en Z*, es decir, la suma y producto de enteros positivos es un
entero positivo.

Demostracién.
Six=(ab) y y=(cd) son enteros positivos, es decir, b <2 yd <,
entonces:

* x+y=(a0) + (cd) estambién un entero positivo, pues b + d <
a + c. Esto se obtiene inmediatamente usando la propiedad 7 de
(<) en los naturales.

* x'y= (@.6) - (cd) es también un entero positivo. Si b<a y
d < ¢ entonces existen 7 y m nimeros naturales tales que:
a=b+my c=d+n Asi ac=bc+mc ac=ad+an vy
ac=bd + bn + dm + mn, luego ac + ac = bc + ad + mc + an e,
inmediatamente

ac+bd + bn +dm + mn = be + ad + m(d + n) + (b + m)n
=bc+ad+ md+mn + bn + mn

De donde, ac + bd = bc + ad + mn, es decir bc + ad < ac + bd, lo cual

significa que x - y es un entero positivo.

Teorema 5.2.5.2 (de la inmersién de (N, +,,<) en (Z,+,",<)

Los conjuntos N y Z* son isomorfos respecto a la adicidn, respecto a
la multiplicacién y respecto al orden (=), es decir, existe una biyeccién

f: N— Z, que cumple:
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1. Vi, mEN) (f (n+ m) = f(n) + f(m))
2. (Y, mEN) (f (wm) = f(n) f(m))
3. (Vn, mEN) (nsm) = f(n) < f(m))

Esto significa que el conjunto de los nimeros naturales estd inmerso en
el de los enteros y que f: N —> Z* es una inmersién de N en Z

Demostracién.
Definimos f(n) = (suc(n), 1)

La funcién fes uno a uno, pues si f (n) = f (), entonces (suc(n), 1) =
(suc(m), 1), suc(n) + 1 = suc(m) + 1 e, imediatamente m = n.

La funcién f es sobre, puessi (4,6) € Z*, entonces 4 = b + n paraalgin
n € N, de donde f(n) = (suc(n), 1) = (a,b)

1. f(n +m) = (suc(n + m), 1)

=(n+m+1,1)

= (n + m + suc(1), suc(1))

=((n+1)+(m+1),1+1)

=(n+1L1)+(m+1,1)
=f(n) + f(m)

2. f(nm) = (suc(nm),1)
= (nm + 1,1)

=(mm+n+m+1l+l,n+m+1+1)
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=(n+1,1) (m+1,1)

=f(n) f(m)

3. Si n < m, entonces suc(n) < suc(m), luego suc(n) + 1 < suc(m) + 1.
Por tanto (suc(n),1) < (suc(m),1), es decir, f(n) < f(m)

Este resultado nos permite considerar a /V inmerso en Z mediante este

isomorfismo con Z*, y asi, para todo 7 € NV hacer las siguientes notacio-

. Gucn),1) =n

. (1suc(n)) = -n

.(1,)=0

Nota. Observemos que todo niimero entero queda asi representado,

puessi x = (a,6) € Z = N x N /=, entonces exactamente una y sélo
una de las tres posibilidades siguientes es verdadera:

a =b, encuyo caso x = (4,6) = (1,1) = 0;

b < a, en cuyo caso x = (a,6) = (b + n,b) = (suc(n),1) = n, para
algiin n € N.

a < b, en cuyo caso x = (4,6) = (a,a + n) = —(a + n,a) = —(suc(n),1)
= —n, para algin nEN
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Teorema 5.2.5.3 (sobre Z*y <)
Sea x € Z, entonces:
l. x€Z'si,ysélosi, 0 < x

2. Exactamente una sola de las siguientes proposiciones es verdadera:
x=0,x€Z0,-xEL

Demostracién.

1. x € Z si sélo si 1 < suc(x) considerado x € N, lo cual ocurre si,
y sblosi, 1 + 1 < suc(x)+1 lo cual equivale a (1,1) < (suc(x),1), es
decir, a: 0 < x considerado x € Z.

2. Si x € Z, entonces, 0 x = (1,1), (x = 0) o, una de las dos condi-
ciones siguientes se cumple: x = (suc(n),1) o x = (1, suc(n)), para
alglin » € N. Pero, esto Gltimo equivale a que x € Z* o que —x =
(suc(n),1) € Z*. Por otro lado, Vn € N, (suc(n),1) = (1, suc(n)) y
por tanto, exactamente s6lo una puede ser verdadera.

l Nota: Ahora podemos decir: para cualesquiera x,y €E Z, x <y si y solo
si y—-x20.

Consideremos los siguientes simbolos para representar los niimeros si-
guientes: el simbolo 1 para el niimero natural uno como ya hemos estado
haciendo, 2 para suc(1), 3 para suc(2), 4 para suc(3), 5 para suc(4), 6
para suc(5), 7 para suc(6), 8 para suc(7), 9 para suc(8), 10 para suc(9),
y ademis el 0 para el entero cero, como ya hicimos y destacamos antes.

Para todo n € N, consideremos el simbolo, dado por la cadena de sim-
bolos 2 = 4,4, ... a;, donde 4; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} para todo j,
1 < j = n. Cuando pueda haber confusién entre el simbolo nm y el




producto nm, se acostumbra, en el caso de la multiplicacién de n y m,
usar uno de los siguientes simbolos para su producto:

n'm, (n)(m), o n x m.

Diremos que el simbolo 2 = 4, 4, ... 4; equivale al simbolo & = &,
by-1 ... by donde 7'y m son niimeros naturales cualesquiera y para todo
Jib 1 =j=mn Isismsetiene que 4, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y b, €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, si y sdlo si,

WEN/(Vjilag=bi=0siksjsnaksizm)Aa
(Vi=b silsjsh) (%

Notemos que podemos establecer una relacién entre cada simbolo
a=a,a,, ..a y el conjunto N U {0} mediante

a=a,10)""+a, (10)"2 ... + 2,(10) + 4,

para cada 2 € N U {0}, donde (10) es el producto (10)(10)...(10) j
veces, la cual puede probarse que es una biyeccion entre el conjunto de
las clases de simbolos equivalentes, al que representamos por uno de sus
elementos y el conjunto NV U {0}.

Generalmente se toma # = 4,4;_; ... 2; como el elemento representativo
de su clase tomando el valor £ € N correspondiente a cuando 4, = 0
para £ = 1. En ese caso, por el isomorfismo existente, todo ntimero de
N U {0} se representa univocamente como @ = ¢, 4;_; ... 4, y a dicha
representacion la consideramos como el nimero que ella representa.

Si procedemos en forma andloga con los simbolos 2 = -2, 4, ; ... 4, e
identificamos los simbolos 0 y -0, obtenemos la representacién usada
de los nimeros enteros no positivos, y finalmente la correspondiente de
todos los enteros.
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Definiendo la suma y multiplicacién de los simbolos como la suma y
multiplicacién de los enteros que representan, se podrian construir los
algoritmos de la adicién y de la multiplicacién de enteros para esta re-
presentaci6n, los cuales son los que se estudian en la ensefianza bdsica y,
sencillamente llamarles niimeros enteros a los simbolos correspondien-
tes, tal y como se hace usualmente.

5.2.6. Descomposicion en factores primos

Sean p y 4 son nlimeros enteros, si p = mq para algin m € Z, entonces
decimos que ¢ es un divisor de p o que p es un multiplo de g, y escribi-
mos ¢q | p (se lee: ¢ divide a p).

Un entero p es primo si p > 1 y si los tinicos divisores positivos de p son
1 y p. Decimos que p es compuesto si p > 1 y p no es primo. El entero 1

no es primo ni compuesto.

Es ficil probar que:

Teorema 5.2.6.1.- (de descomposicién en factores primos)

Sea p un entero y p > 1. Entonces p es primo o producto de primos.
Demostracién:

La demostracién se hard por induccién completa.

Evidentemente para p = 2 es cierta, pues 2 es primo.
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Supongamos que es cierta para todo entero 4, con 2 < £ < p.

Si p no es primo, entonces admite un divisor 7, con 1 < m < p; luego
P = nm para alglin entero 7, con 1 < 7 < p. Por hipétesis de induccién
completa tanto 7z como  son primos o producto de primos, y por tanto
se sigue la veracidad de la proposicién para p, con lo que se concluye la

demostracién.

Nota: Si se tiene que d|a yque d|b diremos que d esun
divisor cominde a y b.

Teorema 5.2.6.2 (de divisores comunes)

Cada par de enteros 2 y & admite un divisor comtin & de la forma: o =
ax + by donde x y y son enteros. Ademds cada divisor comiin de 2z y &

dividea 4.
Demostracién

Supongamos primeramente que 2= 0 y b= 0. En este caso la demostra-
cién se hard por induccién completa sobre 7 = 4 + &.

Sin =0 entonces @ = b = 0y basta tomar @ = 0 con x = y = 0.
Supongamos que se cumpla la proposicién para0 < k<7 - 1.
Por simetrfa, sin perdida de generalidad, podemos suponer que 2= & .

Sib=0,entoncesd =a,x=1,y=0.
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Si & = 1, entonces podemos aplicar la hipétesis de induccién completa
aa-b b, puessusumaesa =n-bsn-—1;por tanto existe un divisor

comindde a-bybdelaformad=(a-b)x+ by.

Como d divide a @ — by a b, divide a su suma (2 — ) + & = a, por tanto
es divisor comtin de 2 y b; ademds d = ax + b(y — x) es combinacién lineal
deayb.

Para completar la demostracién en el caso 2 2 0y & = 0, debemos pro-
bar que cada divisor comiin de 2 y & divide a d, pero esto es inmediato
pues un divisor comin de 2 y & también divide a la combinacién lineal

d=ax + by - x).

Si @ 0 b fueran negativos, basta aplicar el resultado anterior a |4] y |4).
Nota: Si d es un divisor comin de a'y b de la forma d = ax + by,
entonces —d es también un divisor comiin de la misma forma —d =
a(~x) + b(=y). De estos dos divisores comunes, el no negativo se deno-

mina el mdximo comiin divisorde a y b, y se denota por med(a,b). Si
med(a,b) = 1, se dice que a y b son primos entre si.

Teorema 5.2.6.3 (lema de Euclides)

Si albc y med(a,d) = 1, entonces alc.

Demostracion

Como mcd(a,d) = 1, entonces podemos escribir ax + by = 1, luego

¢ = acx + bey. Pero alacx 'y, como albe, también albey. Por tanto,
podemos concluir que 4]c.
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Teorema 5.2.6.4 (corolario del lema de Euclides)

Si un niimero primo p divide a b, entonces p|a o p|b. En general, si un
numero primo p divide a un producto de enteros 4,4, ... 4, , entonces
divide, al menos, 2 uno de los factores.

Demostracién.

Sea p un nimero primo. Supongamos que plab y que p no divide a 4.
Como p es primo, mcd(a,p) = 1 o med(a,p) = p; pero, como p no divide
a a, entonces mcd(a,p) no puede ser p. Por tanto med(a,p) = 1y, por el

lema de Euclides p|b.

El caso de la afirmacién mds general se puede demostrar por induccién
en el namero de factores 7, y se deja como ejercicio.

Teorema 5.2.6.5.- (de unicidad de la descomposicién)

Cada entero 7 > 1 puede ser representado como producto de factores pri-
mos, y si se prescinde del orden de los factores, la descomposicién es tinica.

Demostracién

Lo tnico que falta por probar es la unicidad de descomposicién. Su de-
mostracién se hard por induccién completa en el nimero entero 7.

Para n = 2 se tiene inmediatamente, pues 2 es primo.
Supongamos que el teorema es verdadero para k4, con2 < k=<n-1.Sin

es primo no hay nada que demostrar. Supongamos que 7 es compuesto
y que admite dos descomposiciones en factores primos:
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n=p1'p2'---‘P:=ql'72""'q"<i)

Debemos probar que s = ¢ y que cada p es igual a algiin 4.

De ( x ) se tiene que p; dividea 41 q2 - ... ¢:, luego divide a alguno de

los factores. Hacemos, de hacer falta, un reordenamiento de los factores
de modo que el factor que p; divide sea ¢1. Ahora pi | ¢1 y, como p

y g1 son primos p = 4.

Simplificamos p; en (I) y obtenemos:

n

;=pz'ps'--.°p;=qz'q3'...‘qt

n NS .,

Como 7 es compuesto 1 < o < n, luego, por hipétesis de inducciéon
1

completa, las descomposiciones anteriores son Gnicas si se prescinde del

orden y, por tanto, lo son también las descomposiones en (:) Con
esto queda demostrado el teorema.

5.2.7. Ejercicios propuestos

1) Pruebe el teorema: (La relacién = definida en esta seccion es una
relacién de equivalencia sobre N x N)

2) Complete la demostracion del teorema 5.2.2.1: propiedades de la
adicién de enteros.
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3) Complete la demostracién del teorema 5.2.3.1: propiedades de la
multiplicacién de enteros.

4) Complete la demostracion del teorema 5.2.4.2: propiedades de < en
los enteros.

5) Pruebe que:

o (Z'+) = (NV,+).
¢ (Z+:') = (]v,)

* (/=) =(N,s) son isomérficos de orden.
6) Pruebe que: (Vx,2E 2) (x +z2<y +z <> x <)

7) Sea Z el conjunto de todos los enteros (4,6) tales que 4 < 4, llamados
enteros negativos. Pruebe o desapruebe que:

* Laadicién de enteros es cerrada en Z-

* La multiplicacién de enteros es cerrada en Z

* x&ZLsiysdlosi x<0

* Exactamente una sola de las siguientes proposiciones es verdadera:
x=0,x€EL,0,xEL

* (Z4) = (N,4).

¢ (£)=Vy).

* (Z,=) = (IV,) son isomorficos de orden.

* (Z,2) = (IV,2) son isomérficos de orden.

8) Pruebe que para todo x € Z:

* six=0, entonces 2 € 7.
o x(-x) & 2.

¢ —x=(-1)x.




9) Pruebe que para cualesquiera x,y € Z:

* sixEZLy y$Z*,entonces xy%Z*.

* si xy=1,entonces x=y=10 x=y=-1

10) Complete la demostracién del corolario del lema de Euclides (teore-
ma 5.2.6.4) para el caso mds general.




5.3 TERCERA PARTE: NUMERO RACIONAL

5.3.0. Introduccién a la tercera parte

Usualmente se motiva el concepto de niimero racional mediante la ne-
cesidad, ya sea de la existencia de niimeros que representen las fracciones
de la unidad, o de un campo numérico donde tenga solucién la ecuacién
bx = a, para a y b nimeros enteros con b = 0. Se define entonces el nime-
ro racional como el cociente de dos enteros con denominador diferente
de cero. El problema que tiene esta definicién estd en las definiciones de
“el cociente de dos enteros” y de “el denominador de ese cociente”, las
cuales, en forma no matemdtica, se dan muchas veces por la simbologia

a
5 donde 4 es

que se usa: el cociente de los enteros y se escribe como
su denominador.

En la primera y segunda parte de este capitulo se hizo el estudio, en for-
ma esquemdtica, del concepto de ndmero natural teniendo como base
los axiomas de Peano y el de niimero entero por abstraccién y se probé
que el de los naturales estd inmerso en el de los enteros.
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En esta tercera parte se define el conjunto de los nimeros racionales por
abstraccién, y se prueba que el conjunto de los niimeros enteros estd
inmerso en el de los racionales.

5.3.1. Numero Racional

Consideremos el conjunto de enteros que no contiene al cero y lo deno-
tamos por Z*

Al igual que hicimos en el caso de los enteros, la definicién de nimero
racional se hard por abstraccién.

Para ello definimos la siguiente relacién (=) sobre Z x Z*:
(%) = (wv) < xv = yu

Es trivial probar que (=) define una relacién de equivalencia sobre

Z x Z*. Pruébelol.

Denotamos a la clase de equivalencia, determinada por (=) en Zx Z*, del
elemento (x5 € Z x Z* por (xy) y, al conjunto, Zx Z* [ = de todas
dichas clases de equivalencia, por: ¢

Los elementos de Q serdn llamados ntimeros racionales, y asi O serd el
conjunto de niimeros racionales. Para que estas denominaciones tengan
sentido, serd necesario darle a @ una estructura de campo de niimeros.
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5.3.2. La adicion y la multiplicacion de numeros racio-
nales (+) y (")

Definicién de suma y producto de nimeros racionales (+) y (*)
1. A cada par de nimeros racionales (x,y) y (%) se le asigna el

namero racional, llamado su suma, que viene definido y se denota por:

(x9) + (w,0) = (xv + uyyv)

2. A cada par de niimeros racionales (x,5) y (%) se le asigna el
nimero racional, llamado su producto, que viene definido y se denota

por: (x9) * (,v) = (xu,yv)

Nota. Las operaciones de adicién y multiplicacion de niimeros
racionales estdn bien definidas. Evidentemente (xv + uyyv) y
(xu,yv) son nikmeros racionales pues las sumas y productos de ni-

meros enteros son niimeros enteros y el producto de niimeros enteros
es cero sélo si alguno de los factores que lo componen es cero. Para
que las operaciones de adicion y multiplicacion estén bien definidas
sobre Q debe probarse, ademds, que los resultado de las operaciones no
dependen de los elementos que representan las clases que se suman y
multiplican decir: si (x1,y1) = (x0,32) y (u,v1) = (u2,02) entonces:
(xl,)/l) + (u,01) = (xz,yz) + (u2,12) J (xl,)/l) (ur,v1) = (xz,yz) *(u2,v2)

Lo cual se traduce a probar que: si x1y2 = x21 A w122 = #av1 entonces
(x101 + yu)yava = (202 + pu)yivn y ximyav2 = xamyvi , lo cual se ob-
tiene inmediatamente de las propiedades de las operaciones de adicién y
multiplicacién de enteros.

Podemos concluir que ambas operaciones estan bien definidas sobre @ . Al
igual que antes, eliminaremos el punto en la operacién de multiplicacién
cuando no haya lugar a dudas, y escribiremos simplemente (x,y) (u,v)
por (xy) - (#,0). En todo lo que sigue denotamos al nimero racional
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— X . y ..
(x,5) como —. Teniendo en cuenta esta notacion, y las definiciones

dadas, la suma y el producto de los racionales yi y % quedan deter-

minados por:

u
X —= —
v

*
Jv J

5.3.3. Propiedades de la adicion y la multiplicacion de
numeros racionales. La diferencia y division de
racionales

Teorema 5.3.3.1.- (propiedades de la adicién y multiplicacién de ni-
meros racionales)

1. La adicién y la multiplicacién de nimeros racionales es asociativa

2. La adicién y la multiplicacién de nimeros racionales es conmuta-
tiva

3. La multiplicacién es distributiva respecto a la adicién

4. La adicién y la multiplicacién de niimeros racionales tiene ele-
1

. . . 0
mento identidad o neutro, los cuales son respectivamente SRAEY

5. Todo nidimero racional = tiene inverso aditivo o reciproco —

J
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, . X . o . . T
6. Todo nimero racional = diferente de - teneinverso multipli-

J
cativo J
x

0 1
_#__

7. .
1 1

Sélo haremos la demostracién de la propiedad 7, las demds también son
consecuencia inmediata de la definicién y de las propiedades de la adi-

cién y la multiplicacién de enteros.

Demostracién de 7

Si o_1 entonces (0)(1)=(1)(1) y el entero O es igual al entero 1, lo
1 . 0.1
cual es una contradiccién. Por tanto, - # T

* Definicién. (de resta o diferencia de racionales) De forma similar
ha como hicimos con los enteros, se define y se denota la resta o dife-

2 del , onal a ¢ . a ¢
rencia de los nimeros racionales x = 7= y = —rporix—y= - —¢
a -
= — + —
b d

* Definicién. (de divisién de racionales) Ahora podemos definir la
e , . .. . 0
divisién (+) de ndmeros racionales con divisor diferente de — , me-

diante la multiplicacién con el inverso multiplicativo, es decir, se de-

« ey , . a c
fine y se denota la divisién de los ndmeros racionales x = -

= > Y= 7
c 0 c a d b d

con ;,‘# T, porix +y = 7+ z: 7?
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se denota

b
entonces, su inverso multiplicativo x™' = ”

. a 0
Slx=7¢ ]

1
cxl o —
por:x~ = —

* Definicién (de los niimeros racionales positivos)
. , . X " . . .
Se dice que un ntimero racional — es positivo si, y s6lo si, el producto
y
de los enteros xy es positivo, es decir, si xy > 0.
Nota. Notemos que el hecho de ser positivo un niimero racional estd

bien definido, lo que significa que el hecho de ser positivo no depende

, a ¢
del elemento que represente la clase: Si x = 5 = 7 enonces ad =

be, luego abdd = bbcd, y como b y d son diferentes de 0, inmedia-

tamente se obtiene que: ab >0 si, y sélo si, ¢cd > 0.

El conjunto de niimeros racionales positivos se denota por ©*.

Teorema 5.3.3.2. (de propiedades de O*)

0
1. TGEQ

2. La sumay el producto de nimeros racionales positivos es un na-
mero racional positivo.

3. Para todo ntimero racional x, si x &€ Q" v x= 0, entonces —x € 0",
y
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Demostraciéon

1. Pues, (0)(1)=0 y 0 no es mayor que 0.

2. Si bi , -;3 € O, entonces ab > 0, cd > 0 por definicién.
Como 721- + % = ﬂb:{l y % % = % , debemos probar que:

(ad + bo)bd > 0 y achd > 0. Estas desigualdades se obtienen inmedia-
tamente del hecho que la suma y el producto de enteros positivos es un
entero positivo.

3. Seax= —€Q yx=0.S1 x& Q" entonces, por la propiedad de
tricotomia de los enteros, 26 < 0 pero, como ab = 0 pues x =0,
entonces —(2b) = (-a)b > 0, es decir, -x € "

5.3.4. El orden de los numeros racionales. La Inmersion
deZenQ

¢ Definicién (<).

Sean x,y € O , arbitrarios. Decimos que x es menor que y, y lo denota-
mos por x < ¥, si y sélo si, y — x € 0.

Teorema 5.3.4.1 (propiedades de (<))

Sean x,7,z € Q arbitrarios. Entonces:
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1. Six <y A y < z, entonces x < z. (propiedad transitiva de (<))

2. Exactamente una y sélo una de las siguientes proposiciones es ver-
dadera: x <y x=3p y<x

Demostracién:
1. Inmediato aplicando que la adicién es cerrada en ©*, pues de ahi se

sigue que (y - x) + (z - y) € @, de donde usando las propiedades

de la adicién de nimeros racionales z — x € O*, es decir, x < z.

2. Sean x = y= = Entonces, como x <) X =3 y<Xxequi-
vale por defémcmn ay-x€0,x=yx-yEQ,seobtiene que
equivale a que

(ad - bo)bd > 0, ad = be, (bc — ad)bd > 0.
Pero como bd = 0, esto equivale a
(ad - bc) > 0, ad = be, (bc — ad) > 0,

y aplicando ahora la propiedad de tricotomia para enteros se con-
cluye la demostracién de 2.

* Definicién (<)

Sean x,y € O, diremos que x es menor o igual que y lo denotamos por
xsysi,ysolosi,x <30, x=9.

Usando las propiedades correspondientes entre enteros se obtiene el si-
guiente resultado inmediatamente.

Fundameritos de 1




Teorema 5.3.4.2. (propiedades de (<))
(€,=) es un conjunto totalmente ordenado, es decir:

1. (Vxy€0) (x<yvysx).

2. Es reflexiva, es decir, (Vx, €0) (x < x)

3. Es transitiva, es decir, (V32 E€E0) (x<yA ysz=> x =< 2)
4. Es antisimétrica, es decir, (VxyEQ) (x<yaysx) =>x=y

Teorema 5.3.4.3 (de inmersién de Z en Q)
Z est4 inmerso en Q.

- 4 : x : .
La aplicacién Z — Q@ definida por £ (x) = T ¢ una inmersion de Z
en O, la cual es un isomorfismo respecto a la adicién, a la multiplica-
cién y al orden (s), sobre su imagen, es decir, sobre el subconjunto de

Q definido por { % Ix€Z } ¥: por ello se puede identificar x € Z con
fx) = % €0, y considerar ZC Q.

Esto significa que f: Z — { % [ x€E€ Z} definida por f(x) = % es una
aplicacién biyectiva que satisface:

1. (VxyE2) (f(x +y) =f(x) +f(}’))

2. (Vxy€2) (flx-p) = f®) - f()

3. VxyE€2) (xsy=fx) <f(y))
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Demostraciéon

f esuno a uno, pues para cualesquiera x,y € Z f(x) = f(y) = % = %
=x=)y.

f es sobre, trivial.

Por tanto, es una aplicacién biyectiva.

Lfleag)= 2 o ELEL S L L ()

2. fley) = L = TE= T 2 =fWfO).

3. xsy=>y-x20=> y;" o= 2 l=xl g L X,

11 1 1
= fO))-f=20= flx)<f().

Mediante las inmersiones de Nen Zy de Zen @, podemos considerar

que NCZCQ.

5.3.5. Ejercicios propuestos

1. Demuestre que la relacién =, definida sobre Z x Z* por:
(%) = (4,v) si y sélo si xv = yu, es una relacién de equivalencia.

2. Complete la demostracién del teorema 5.3.3.1 sobre propiedades
de la adicién y de la multiplicacién de nimeros racionales.

3. Demuestre el teorema 5.3.4.2 sobre propiedades de =.

o
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4. Diremos que x es un nimero racional negativo si, y sélo si
-x € 0" El conjunto de nimeros racionales negativos lo de-

notamos por O~. Pruebe que:

[ 0 -
TEC

* La suma de dos nGmeros racionales negativos es un nimero

racional negativo, es decir, O~ es cerrado por la adicién.

* El producto de dos niimeros racionales negativos es un nimero
racional positivo.

* DPara todo ntimero racional x, si x & @ y x = 0, entonces —x € O~

5. Sean %, £ €0, Prucbe que Z < £ siysolo si, ad < be.
b’ d e =gty

6. Teniendo en cuenta las identificaciones mediante las cuales po-

demos considerar que N C Z C Q. Pruebe que: Vix,y € 0" existe
n € N tal que y < nx. (esta propiedad es conocida como la propie-

dad de Arquimides)
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5.4 CUARTA PARTE: NUMERO REAL

5.4.0. Introduccion a la cuarte parte

En la primera y segunda parte se hizo el estudio, en forma esquemati-
ca, del concepto de ntiimero natural teniendo como base los axiomas de
Peano y el de nimero entero por abstraccion y se probé que el de los
naturales estd inmerso en el de los enteros.

En la tercera parte se definieron los nimeros racionales y se prob6 que
el conjunto de los nimeros enteros estd inmerso en el de los racionales.

En esta cuarta parte se definen los nimeros reales por abstraccion y se
prueba que el conjunro de los ntimeros racionales estd inmerso en el de
los reales.

Sabemos que el conjunto de nimeros racionales no es suficiente para
medir longitudes. Desde hace mas de 25 siglos se conoce que el cuadrado
de 1a medida de una hipotenusa en un triangulo rectangulo es igual a la
suma de los cuadrados de las medidas de sus catetos.
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Si el conjunto de nimeros racionales fuera suficiente para medir lon-
gitudes, deberfa entonces existir un niimero racional x cuyo cuadrado
fuera 2, pero de suponer que esto fuera posible es ficil llegar a una con-

tradiccién. (Suponga que x = 2 donde 2 Y ¢ son primos entre si, y x°

= 2; entonces se obtiene que tanto p como g son pares, lo que es una
contradiccién pues niega que son primos entre si)

De este hecho se puede concluir, que si consideramos una recta de pun-
tos y le asociamos a cada ndmero racional un punto de la recta, no hay
forma de hacer la correspondencia de manera que se cubra la recta. Por
tanto, si queremos tener un campo numérico que permita medir cual-
quier longitud de un segmento de recta, serd necesario definir un nuevo
campo en el cual se pueda considerar como subconjunto de este nuevo
campo al conjunto de niimeros racionales.

Esto se puede hacer de varias formas: Dedekind, en el afo 1872, de-
finié el ndmero real mediante cortaduras; en el mismo afio, Méray y
Cantor desarrollaron un método mediante sucesiones de Cauchy, el cual
evoluciond a través de los trabajos de Lipschitz (1877), Arzela (1883),
y Bachmann (1892) hasta llegar a ser ¢l de dos sucesiones monétonas
contiguas; las clases contiguas fueron introducidas por Capelli en 1897.

Si bien las sucesiones de nimeros racionales es el método de célculo de la
Aritmética para determinar raices, logaritmos, el ndmero e, etc; las clases
contiguas son los instrumentos de la Aritmética y la Geometria para
definir longitudes, dreas, voldmenes, etc. Por ejemplo el ndmero 7 pue-
de definirse como el nimero frontera entre dos sucesiones de niimeros
racionales, perimetros de poligonos inscriptos y circunscriptos.
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5.4.1. El numero real

Consideremos el conjunto Q que tiene como elementos los pares de
sucesiones racionales (,2) = ((a,), (#'»)) que satisfacen las siguientes
condiciones:

1. (,) es una sucesién creciente y (4’,) es una sucesién decreciente de
ntmeros racionales, es decit, (V72 E N) (an < @ni1 A @ ni1 < @)

2. (Vl,]E]V) (diSﬂ,j)
3. (Ve€Q) @mEN) ! (VnEN) (nzm=a,— a, <€)

Definimos, sobre ese conjunto Q de pares de sucesiones de nimeros
racionales que satisfacen 1,2 y 3, la relacién (2,4) = (6,8), por: (aa)
= (bb) siy sélo si para todo i € N, [a; < bi<sdiVv bisa<sb]A
[bisdi<b;va;<b;<a}. Estarelacién es una relacién de equivalen-
cia sobre Q. Sobre Q es evidentemente reflexiva y simétrica; probemos
ahora que también es transitiva sobre dicho conjunto. Supongamos que

(a,2) = (b,8) y (b,F) = (¢.0), donde (a,2), (b)) y (c.¢) E Q.

Entonces: para todo i E N, {{la;is bi< a'; v bi<sai<s b A
[b,‘ = tl)i < b’i V a; = b’,‘ < tl,,‘] A
[bl' << b,i VG=s b,’ < C’,'] A [Ci < b’,‘ < C’,' \% b,‘ < c’,- < b,,']}

Como: (ﬂ,‘ = b,‘ = d,,' \ bi <a4;<s b’,‘) A (b, =G<s b’,' V¢ s bi < C,,') equivale
algisbisdinbiscsb)Vviasb<dinasbisd)v(bisasb,
A b,’SC,'Sb,,‘) \ (biSdiSb,,'A C,'Sb,'sc",‘).

Obtenemos:

o de aisbisdinbiscsbi,que ai<cy,
o de bisaisbincsb<Ci, que ¢isa
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Luego: 2is¢; v cisa; (%)
Y, también obtenemos:

b dCtl,‘S b,’Sd,,‘A G < biSC’,’, que yﬂ,‘SC’i y
* como 4; < 4’; de ;< 4, se sigue que ¢; < 4.

Luego: aisc; v asdi (¥
Como: {(bi<disb;vasb,sd)A[csbiscivb<sisb]}
equivale a {[é, = ﬂ’z‘ < b’,‘ ACGSs b’,‘ < C,,‘] \ [b, = LZ’,‘ < 5’,' A b,’ < C’i = b’i]} \"
{lai<sbi<sdincisb, sl v asbisdinbisci<bl]}.

Obtenemos:

* delaisbisdincsb;</’), quecsa v,
* de [LZ,‘ < b,,' <a;A ¢ < b’,' < C’i], que 4; = C’i s

Luego: c;isd’; v a;i<c; (***)
Y, también obtenemos:

* de [b, < tl’,' < b,,' AC < b’i < C’,‘], que ll’,' < C’i Y
* de [d,‘ < b,,' <d;A b,’ sc;< b,,’], que cisd;

Luego: #'i=ci v ¢isd; (%)

Asi, de (%) **X), obtenemos que #;s¢;s4;Vei<sasc;
y q

Y, de ***) y (™) que: c;isd; < vV aiscisa;
y q

Sesigueque [eisc<sdiVvasa<d]AN|lasdi sci v aiscisdl],
es decir, (4,4) = (¢,¢)




Luego (=) es transitiva y, por tanto, de equivalencia.

Si denotamos por (4,4) la clase de equivalencia correspondiente, enton-
ces decimos que cada clase es un niimero real, y al conjunto cociente Q/=
lo denotamos por Ry lo llamamos conjunto de niimeros reales.

Por supuesto, para que podamos llamarlos nimeros, es necesario que se
puedan definir las operaciones de adicién y multiplicacién entre ellos y
se mantengan las propiedades conocidas a las correspondientes operacio-
nes entre los niimeros racionales.

5.4.2. La adicién, la multiplicacién y el orden entre nu-
meros reales. La Inmersion de Qen R.

En este epigrafe se define la adicién y multiplicacién de nimeros reales,
se define su orden natural, se prueba que es un conjunto totalmente or-
denado por ese orden y que Q estd inmerso en R.

5.4.2.1 La adicion de numeros reales

¢ Definicién de la adicién de ndmeros reales.- La adicién de nime-
ros reales se define asignando a cada par (a,a) y (6,6) un elemento
de R, llamado suma de (2.2) y (6,%), el cual queda definido por:
(@,d) + (b,6) = (a + b4 + &) donde la suma de sucesiones estd defi-
nida como usualmente, es decir: (,) + (4,) = (c,) donde ¢, = a, + b,
y, aqui la suma, es la suma de niimeros racionales.

Esta operacién estd bien definida, pues:
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* Si(ad), (b,8) € Q, entonces es trivial que (@ + b, &' + &) € Q.
También.

* Si (@) =(cC) y (&) =(dd), entonces
(@a+bd +0)=(c+d’ +d)

Demostremos esta tltima afirmacién:

Si (a.4) =(cC) y (b)) =(dd), entonces:
ViEN[aisasdivasais)A[csdi sci v aisci<d)] y
ViEN, lbisdsbivdisbi<sd)A[disb, <d;iv bisd;<b)]
de donde se obtiene en forma inmediata que:

ViEM[ﬂi+biSCZ‘+diSﬂ’i+b’iV ci+a’isai+b,~sc’,- +ﬂpl‘]/\
ci+disdi+ biscivdiv ai+b;<civdisdi+ b)]

Es decir:

(@a+bad +0)=(c+dc +d)
Notas.

A) Si tomamos las sucesiones de niimeros racionales (2,) y (') como
las idénticamente nulas, entonces es trivial que ((2,), (@) EQ, y
que el elemento (0,0) = ((2,), (4’,)) actiia como elemento neutro
para la adicién de niimeros reales.

B) También es ficil ver que si ((4,), («,)) € Q, entonces
((-2.), (-a,)) EQ

C) Ademds, si sumamos ((4,), (@) v ((=2,), (-a,)), la suma
((a,) + (=2 ), (@) + (-a,)) coincide con (0,0), pues es trivial que
se cumple que (ViEN) [4;-2'is0sd; - a)

o 5: Conjuntos numéricos



D) Por C), tiene sentido que: si denotamos por x = ((4), (') a
un ndmero real, entonces para su inverso aditivo usar la notacién:
~x = ((-a'»), (-ax))

E) Andlogamente a como se hizo en el caso racional, se define la
resta o diferencia de nimeros reales mediante la suma con el in-
verso aditivo, es decir, mediante la resta de sucesiones de niimeros
racionales, quedando asi bien definida. Asi —(2,4) = (-2',-a) y
(a,@) = (b,0)=(a— 6,4 - b)

F) Es ficil probar que (R,+) es un grupo conmutativo.

* Definicién de nimero real positivo. Decimos que el nimero real
(a4), (@) es positivo si y s6lo si, para algin » € N se tiene que 4, > 0.

Notas.
1) Veamos que estd bien definido, es decir, que no depende del

elemento que representa la clase. Sea ((4,), (') = ((cn), (¢4)) ¥
a, > 0 para algin #» € N. Se tiene entonces que cualquiera sea i E NV,

[@iscsdivasasclalasdi <sci v aiscisdy, luego,
si @, < ¢y, se obtiene inmediatamente que ¢, > 0 ademds, como

> 1 , . .. .
(cER, y — 4s €sunnimero racional positivo, existe # € N

. ; 1
tal que, si m = k entonces ¢ — ¢ < — 4.

2

Ademds, es claro que (V4,j € N) (a; < ¢)) es verdadero y, por tanto
a, < ¢, de donde:

1 . - .
An— Cm S Cm— Cm < >  simz k y, de aqui inmediatamente se

sigue que: ¢, > 0 si mz k, es decir, (¢,c') = ((¢4),(c’») es un nliimero
real positivo.
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2) Si el ndmero real (2,4) = ((a,),(4’)) es positivo, existe (c,c) € Q,

tal que (2,4") = ((cs),(¢'s) y las sucesiones ¢ = (¢,) y ¢ = (¢») son
sucesiones de términos positivos. Para demostrar esto basta definir
Cn = Anim ¥ Cn = & nam donde a,, > 0. Es decir, cada vez que hable-
mos de un ndmero x = ((#,),(«’»)) real positivo, podemos suponer
que @, > 0, para todo n € N.

* Definicién de niimero real negativo.- Decimos que el niimero real
x = ((@n),(a’»)) es negativo si existe # € N tal que -2, > 0, en dicho
caso, el nimero real —x = ((~&’,), (-2,)) es un niimero real positivo.
Por tanto, de la nota anterior 2, cada vez que hablemos del niimero
real negativo x = ((2,),(«’»)), podemos suponer que, @', > 0, para todo
n€E N.

* Definicién del cero real. Si un nimero real x = ((2,),(4’»)) no es
positivo ni negativo, entonces x = (0,0)

Esto es trivial, pues si no existe z € N, tal que 4, > 0, y no existe tampoco
n€ N, tal que -4, > 0, entonces (V2 E N) (a4, <0 A 0= a’,).

Al nimero x = (0,0) el cual vimos en la nota anterior A) que es la iden-
tidad aditiva, se le llama el cero real.

Nota: Es evidente que todo niimero real es positivo, negativo o coinci-
de con el cero real, y que estas condiciones son excluyentes.
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5.4.2.2 Elordenen R

¢ Definicién de desigualdades.- (<,=,>,2) Dados dos ntimeros reales
arbitrarios x y ¥s decimos que x es mayor que j, 0 que y es menor que
x, y lo denotamos respectivamente por x >y y y < X, siy sélo si, x—y
es positivo. Es inmediato, de la nota anterior, que dados dos nimeros
reales x,7, una y sélo una de las proposiciones siguientes es verdadera:

X<Ph y<x x=)
Como antes, definimos que, x = y si, y sélosi, x>y 0 x=y

Se siguen inmediatamente las propiedades siguientes:

Teorema 5.4.2.2.1.- (propiedades de (<))
(R,=) es un conjunto totalmente ordenado, es decir:

1. Para cualesquiera x,y ER, x<sy v y<sx

2. Es reflexiva, es decir, para todo x ER, x < x

3. Es transitiva, es decir, para cualesquiera x,y € R
XSYNy<sz = Xs2

4, Es antisimétrica, es decir, para cualesquiera x,y € R
XSYAysSx = x=Y
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5.4.2.3 La multiplicacion de numeros reales
Definicién de la multiplicacién de niimeros reales positivos

Dados dos niimeros reales positivos x y y, podemos tomar, por la nota 2
de ntimeros positivos, x = ((.),(a’,)) v y = ((6s), (¥',)) donde 2, > 0
y b, >0 para todo n € Ny definir el producto de estos niimeros reales
positivos como: xy = (@, 6,),(’»6,)) pues:

Teorema 5.4.2.3.1. (la multiplicacién de nimeros reales positivos
esta bien definida)

* ((2:6,),(d,6) EQ

* el producto de la multiplicacién no depende de los elementos que
representan las clases correspondientes.

* xy es un nimero real positivo.

Al conjunto de niimeros reales positivos lo denotamos por R*
Demostracion

* Demostremos primero que, si ((4,),(',) € Q y ((b),(F ) € Q,

entonces: ((a, b,),(a, b ,)) € Q Por supuesto que (2, 6,) y (@, 5,)
son sucesiones de nimeros racionales, pues el producto de racionales
es racional.
Como (V2EN) (@y<ana Ad v =d )y (VnEN) (by<bu A6 un
< &',) son proposiciones verdaderas entonces se sigue que también es
verdadero que: (Vn € N) (@46, < ani1 by A @ w1 U w1t s @, 0,) de
donde (a, 6,) es creciente y (&', &',) es decreciente. Ademds, como
para cualesquiera 4,/ E N, a;< 4y bi< b';, obtenemos que, para cua-
lesquiera ij E N, aibi< a’;b;
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Sabemos que: Ve €Q* Am EN/NnEN, nzm = ad,—an <t
VeeQ ImEN/VNnENnz2m=6,-b,<¢
VnEN 4,>0A86,>0 (Puesb,=zb,)

Sea € € Q* arbitrario, y m1,m; € N, tales que:
y q

VnEN, nzm=4,-a,< 2—/7,-”—'8 y
VunEN, nzm=06,-b,< 1'8
2a,

Entonces, para m = max {mi,ma}, se tiene que:

VAEN, (n2m=> bnby< ——€) A (n2m=>dn-an< ——¢)
24, 20,
De donde, V2 € N si n = m, se tiene que (&', — b,) a, < %'8 y

1
Ou(dn—an) < —"¢.
2
Y, de aqui se sigue, usando que la adicién es cerrada en R*, que:
YneEN AmEN, nzm=4a,b,- a,b, <Et.
Por tanto, podemos concluir que:

((a,60),(@0 b)) EQ

* Sean x = (a4d) = (¢¢) y y = (68) = (dd) nimeros rea-
les positivos, y supongamos, sin pérdida de generalidad que
a4,>0,¢,>0,b,>0 yd, >0, para todo n € N, entonces debemos

probar que: (2,2) - (b,6') = (b,6’) - (d,4), es decir,
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((ﬂn bn),(d'r b,n)) = ((6‘,, dn),(€ Jn))

Para ello debemos probar que:

Vi I~ N, [ﬂibi < C,'di < d’ib,i A\ L‘,ﬂ’,‘ < ﬂ,‘bi < C‘,id’,‘] A
[C,d,' < ﬂ’ib,i = C’,ﬂ”i \Y ﬂ,’b,' = C’,'d’,' Y ﬂ’ib,,’] (*)

ComoViEN, [aiscisdiVesaisc)A[cisd;scivasc;isdi]

ViEN, [bisd<sbvdisbisd)AN[disbi<div bs<d <b]

se obtiene (*) inmediatamente.

* Estrivial que el producto de nimeros reales positivos es positivo, pues
el producto de niimeros racionales positivos es positivo.

Definicién de la multiplicacién en general de niimeros reales

Se define ahora el producto de la multiplicacién de niimeros reales arbi-
trarios de la siguiente forma:

1. Sixy yson positivos, ya lo definimos.

2. Sixy yson negativos, lo definimos como el producto de la mul-
tiplicacién de los nimeros positivos (-x) y (-), es decir, x - y =

(=) (=y).

3. Si x es negativo y y es positivo, entonces se define por: x - y =
—((=x) - y) Y, en forma andloga, si x es positivo y y es negativo,

por:x -y =—(x" (-»)

4, Six oy no es positivo ni negativo, es decir, si x =(0,0) oy =(0,0)
entonces xy = (0,0)
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Las propiedades siguientes se siguen inmediatamente.

Teorema 5.4.2.3.1 (Propiedades de la adicién y la multiplicacién de
ndmeros reales)

1. La adicién y la multiplicacién de niimeros reales es asociativa.
2. La adicién y la multiplicacién de niimeros reales es conmutativa.

3. La multiplicacién es distributiva respecto a la adicién en los ni-
meros reales.

4. La adicién y la multiplicacién de nimeros reales tiene elemento
identidad o neutro, los cuales son respectivamente (0,0) y ((1),(1))

5. Todo niimero real x tiene inverso aditivo o reciproco -x.

6. Todo nimero real x = (0,0) (por lo que podemos tomar
x = ((a,),(@n) cona, >0V &', <0, VnE N, tiene inverso mul-

tiplicativo % , donde W i))

an ay

7. (0,0) = ((1),(1))

Ademds, es ficil probar que, cualesquiera sean x,y niimeros reales tales
que, para todo € nimero real positivo x < y + €, entonces se tiene que
x<y.




Teorema 5.4.2.3.2 estd inmerso en R

La aplicacién f: Q — R definida por f(x) = ((x),(x)) es una inmersién
de Q en R la cual es un isomorfismo respecto a la adicién, a la mul-
tiplicacién y respecto al orden (<), sobre su imagen, es decir, sobre el

subconjunto de R definido por {(W} x € Q}, y por ello se puede
identificar x con ((x),(x) ) y considerara Q CR Esto significa que la fun-
cién definida anteriormente es una aplicacién biyectiva sobre su imagen
que satisface: Vx,y € Q

L flx+9)=f(x)+f©)
2. fley) =f(0) - f@)
3. xsy=f(x)=f(@

Lo cual es evidente. Asi podemos considerar NC ZC Q C R

Nota.- Notemos ahora que para cada nimero real x = ((2,),(<’,))
existen dos tinicas posibilidades: existe un tinico y € O tal que 4, <
V< &y para todo n € N, en cuyo caso x = ((3),(3)) = y, 0 no existe
tal y, en cuyo caso decimos que x es irracional y lo denotamos por
x €1, asi tenemos que R= QU 1

Ademds, ahora podemos hacer una correspondencia biunivoca en-
tre los puntos de una recta y los nimeros reales, pues los huecos
que dejan los racionales los llenan los irracionales, al quedar ence-
rrados entre dos sucesiones contiguas de puntos correspondientes
a numeros racionales.

Por tanto, hemos construido un campo numérico, el campo numérico
de los niimeros reales, con el cual podemos medir segmentos de recta
con longitudes de cualquier valor.
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5.4.3. Sobre cotas y conjuntos acotados
* Definicién de conjunto acotado superiormente

Sea AC R. Si existe & € R, tal que cada x € 4, x < b, diremos que & es una
cota superior de 4, y que A es un conjunto acotado superiormente por &.

Decimos una cota superior, pues cualquier nimero real mayor que una
cota superior de un conjunto dado, también es, evidentemente, una cota
superior de dicho conjunto.

Un conjunto no vacio de niimeros reales sin cota superior, se dice que
no es acotado superiormente. Es claro que cualquier nimero real es cota
superior del conjunto vacio en el universo R.

¢ Definicién de maximo de un conjunto de nimeros reales.

Si una cota superior & de un conjunto 4, es elemento de A, decimos que
b es el tltimo elemento 0 maximo de A. A lo sumo un conjunto A puede
tener un elemento mdximo &, en el caso que lo tenga, escribiremos & =
max A.

* Definicién de supremo de un conjunto de nimeros reales.-

Sea AC R,y b € R. Diremos que & es el supremo de A4, o extremo supe-
rior de A, y escribiremos & = sup A, si se cumple que:

1. b es cota superior de A.
2. Paracada y E R si y < b entonces y no es cota superior de A.

Es ficil probar que un conjunto de niimeros reales no puede tener dos

extremos superiores diferentes, es decir, si tiene supremo es tnico, por lo
que podemos hablar del extremo superior o supremo de 4.
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Es también inmediato que si A tiene méximo, entonces max 4 = sup A.

Las definiciones de cota inferior, conjunto acotado inferiormente, con-
junto no acotado inferiormente, minimo e infimo se pueden dar en for-
ma andloga y se deja como ejercicio.

El conjunto de nimeros reales puede también definirse en forma axio-
mdtica, como se hace generalmente en andlisis matemdtico, por ejemplo
vea la referencia 3. Una proposicién que muchas veces se toma como
axioma, y es el axioma que distingue en esa definicién a los reales de
los racionales, es el conocido como “axioma del supremo” o “axioma de
completitud”, que nosotros damos a continuacién como teorema.

Teorema 5.4.3.1 (del supremo o de completitud de R)
Sea ACR, A= @, y A acotado superiormente. Entonces existe sup 4.
Demostracién

Por hipétesis existen 2 € Ay b € R cota superior de A, ast 2 < b. Si a =
b osi b€ A, entonces b = sup A = max A y no hay nada que demostrar.
Supongamos que 2 < by b & A. Sean a = ((a.),(@) vy b = ((6.),(7,))
donde sin perdida de generalidad podemos suponer que Ya,m E N, 2,
< by, pues 4 < b. Consideremos ahora el punto medio entre 2y b, que es

el ntmero real 2 ; b . (( 2 5 b”), ( “n ; k”)). Hay dos posibilida-

des: 1) que —fl—;—b— sea cota superior de A4, y 2) que no lo sea.




a+b a+b$

En el primer caso puede ocurrir que € A, o que

a+b

A. Si € A, entonces

=sup A = max A y terminamos.

. a+b
Si 5

= 2 ; b _ ((!7,,“)), (b’,,(”)) donde, sin perdida de generalidad, pode-

mos suponer que Vn,m € N, 2,V < b,V pues 4V < 6V y 60 €& A.

& A, entonces consideramos 4V = ¢ = ((a,,“)), (a’,,(”)) y

En el segundo caso existe 4V = ((a,,(”), (a’,,“))) € Acon a2 ﬁi.

Consideramos &V = 4 = ((b,,(l)), (b’,,(l))), asi que 2V < 6" y podemos su-

poner, sin pérdida de generalidad que Vi,m € N, 2,1V < 6,0.

Notemos que en cualquiera de los dos casos o encontramos un elemento
de A que es cota superior de A y por tanto su mdximo que es su supremo,

o dos nimeros reales, 4V = ((a,,“)), (a’,,“))) EAy bV = ((b,,“)), (b’,,(”)) la

cual es una cota superior de A que no pertenece a 4, tales que Vn,m € N,

a’”(l) < bm(l).

Reiterando el procedimiento, o para algiin £ E N, 6%  es el supremo
de A con lo que se terminaria la demostracién, o construimos una se-
cuencia de pares de nimeros reales (##,6%), con 4® = ((a,,“)), (a’,,("))) y

JACI ((;,nw)’ (b’,,(”))), tales que:

1) 4 E€Ay b® es una cota superior de A, para todo k € N

2) VemEN, 4,% < b,,»




b-a

3) P - 4% < 0

Ahora es ficil demostrar que el ndimero rteal definido por
c= ((an(”)), (b’,}’”)) es el supremo de A. El lector deberd concluir la de-
mostracién.

El lector deberd enunciar y demostrar una propiedad, aniloga a la ante-
rior, para el infimo.

A continuacién enunciamos y demostramos otras tres propiedades del
supremo que tienen cada una, respectivamente, su anlogo con el infimo.

1) Propiedad de la aproximacién.- Sea A un conjunto no vacio de nd-
meros reales con 4 = sup A. Entonces para cada y con y < b, existe x € 4
cony<xs<b.

Demostracién. Si existe y, con y < 4, tal que paracadax €4 x=<y,
entonces & no puede ser supremo de A, ya que y serfa una cota superior

ded y y<b.

2) Propiedad aditiva. Sean A y B conjuntos no vacios de niimeros rea-
les acotados superiormente. Consideremos el conjunto C definido por
C ={x+y%/xEA y€ B Entonces C es acotado superiormente y
sup C =sup A + sup B.

Demostracién. Sabemos que existen ntimeros reales # y 4 tales que
a=sup A,y b=sup B. Siz€E C, entonces existen x € A, y € B, tales
que z = x + y, luego z< @ + b. Asi @ + b es una cota superior de C, y Ces
acotado superiormente, luego existe un ntimero real ¢ tal que ¢ = sup C.
Probemos que c = 2 + &:

1) ¢c<a+ b, por definicién de supremo.
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o . € .
2) Sea € > 0 arbitrario, por definicién de supremo y ser 5> 0, existen

xE A, y € B, tales que 2 - %<x,yb— %<y;porserc=sup Cy
x +y€ C, sesigue que 2 + b— € <x +y < ¢; luego para cada € > 0 se tiene

quea + b<c+¢,loqueimplicaquea + b=c.
Por tanto,de 1) y 2),c=a + &
3) Propiedad de la comparacién

Sean A y B conjuntos no vacios de niimeros reales que cumplen la rela-
cién (s) VaE A, b € B, a < b. Entonces si B estd acotado superiormente,
A también lo estd y sup A = sup B.

Demostracién.- Evidente, se deja como ejercicio.
Nota. Corolarios:

1. El conjunto de los enteros positivos no es acotado superior-
mente.- Supongamos que lo fuera, entonces existe 2 € R, 2 =
supZ*. Luego 4 — 1 no es cota superior de Z* y existe z € Z°, tal
que 2 — 1 < z. Se sigue que 2 <z + 1, y como z + 1 € Z*, pues
z € Z*, entonces a4 no puede ser cota superior de Z*. Esto es una
contradiccién con 4 = sup Z*, y por tanto Z* no estd acotado su-
periormente.

2. Para cada niimero real x, existe un entero positivo #, tal que 2 >
x.- Inmediato, en caso contrario Z* estaria acotado superiormente.

3. (Propiedad Arquimediana de los niimeros reales) Si x es un

ndmero real positivo, y si y es un niimero real arbitrario, existe
un entero positivo 7, tal que nx > y.
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Basta aplicar 2 al nimero real = y- (—1—>, y después multiplicar
x x

aambos miembros de la desigualdad 7 > -, por el real positivo x.
x

5.4.4. Representacion decimal

. a a
Un nimero real de la forma r = 2y + — + 22 4

an

10 " 107 " Tor

€ NN, donde 4 es un entero no negativo y 4i ..., @, son enteros con 0

< a;< 9, para cada i, se esctibe usualmente de la forma r = @143 ... a,..

Esta expresién recibe el nombre de representacién decimal finita de 7.
Por ejemplo:

, para cada n

29 2 5
T—7+ —1—6'*' 1F—7.25

Los nimeros reales que pueden simbolizarse de esta forma son ntimeros
, a .
racionales, de hecho 7 = 0 donde # es un entero. Pero no todo ni-

. . . 1 .
mero racional es de este tipo, por ejemplo, — no lo es, pues si lo fuera,
3
10" = 34 para algiin entero @ y por tanto 10", para algin » natural, serfa

multiplo de 3, lo cual sabemos que es falso.

Como una consecuencia del teorema del supremo, podemos probar que
todo nimero real se puede aproximar, tanto como se quiera, por racio-
nales de representacién decimal finita.




Teorema 5.4.4.1 (de aproximacién por racionales de representacién

decimal finita)

Sea x un ntmero real no negativo, es decir x = 0. Entonces para todo
n € N, existe un racional 7, de representacion decimal finita, tal que:
IaSX<Tyt —
10

Demostraciéon

Sea A el conjunto de todos los enteros no negativos menores o igual a x.
El conjunto A estd acotado superiormente por x, luego existe 4o = sup 4,
y es facil probar que a9 € A. Llamaremos 4o el mayor entero menor o
igual a x, y lo denotaremos por 4 = [x]. Es trivial que 0 s aosx < a0 + L.

Sea ahora 4; = [10x — 104p), el mayor entero menor o igual a 10x — 104.
Se sigue de 0 = 10x — 104 = 10(x - @) < 10, que 0 s @1 =9,y
a1 = 10x— 104y < a1 + 1, es decir, ; es el mayor entero, con 0 =21 9, tal que:

d1+1

ao + ﬂsx<a + —
°" 70 0 10

Reiterando el procedimiento obtenemos que: habiendo elegido para
n € N, una secuencia de enteros no negativos 21,42 ..., n1, con 0<4;<9,
para todo i, escogemos 4, el mayor entero que satisface las desigualdades:

ai an 4, + 1
g+ — +..+ —_= *
- L

a]
cx<dg+ —+..+
10 10" 10

De donde 0 = 4, < 9, y podemos concluir que:

ThSX<Ty+ con Tn =40 a1az ... Ay

10"

lo cual completa la demostracion.
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Es ficil verificar que x es el supremo del conjunto de los niimeros racio-
nales: {r,: n € N}

Los enteros ao,41,4 ... obtenidos en la demostracién anterior, pueden
utilizarse para definir una representaciéon decimal infinita del nimero
real x. Escribiremos asi:

X =day. 4143 ...

donde V% € N, a, es el mayor entero que satisface (*)

m+r B vy Ay +—£—If+—1
" 70 T 107 0T 70 T T 107

Por ejemplo: si x = i— obtendremos 40 = 0,4, =2, 4 =5, a, = 0, para

n 2 3 por lo que podemos escribir

1
— =0.25000 ...
7 0.25

Si intercambiamos los signos en las desigualdades de (*) y ponemos

a an a1 a, + 1
<XSdop+ — Fot ———,
10 107 10 107

obtenemos una definicién ligeramente diferente de representacién deci-

o 1
mal infinita. En este caso, para x = T obtendremos:
ay=0,a1=2,a =4,a,=9, para cadan=3, por lo que podemos escribir

1
v 0.24999 ...




El hecho de que un ntimero real pueda tener més de una representacién
decimal no debe extranar, pues dos conjuntos diferentes pueden tener el
mismo supremo.

En todo lo que sigue, una representacién decimal del ndmero real no
negativo x es cualquiera de las que se obtiene de acuerdo a los dos mo-
delos de construccién anteriores; es de destacar que las representaciones
que se obtienen por ambos modelos de construccién son las mismas, ex-
cepto casos similares al anterior, donde cada una de las representaciones
terminan en infinitos ceros consecutivos ¢ infinitos nueves consecutivos
respectivamente, pues la solucién de los 4; es unica.

* Definicién de representacién decimal infinita periédica.- Sea x
un nimero real no negativo, y x = 4o - @142 ... una representacion
decimal de x. Diremos que la representacién decimal de x es infinita

periddica, si y sélo si, existen j,4, enteros no negativos, tales que:

Para cada n € N, a; = @jink , i1 = Gjslink 5eer Bilh-1) = Balh=1)onk

Teorema 5.4.4.2 (acerca de la representaciéon decimal de racionales e
irracionales)

Sea x un nimero real no negativo, y x = @ * 214> ... una representacion
decimal de x. Entonces x es un niimero racional, si y s6lo si, la represen-
tacion decimal de x es infinito periédica.

Demostracién:

Sea x un nimero real no negativo, y x = ao * 4142 ... una representacion
decimal infinita periédica de x. Probemos que x es un ntmero racio-
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nal. Sabemos que x es el supremo del conjunto de nimeros racionales

{r,: n € N}, donde

. al an
X =day Ada ... 4y, es decit 7, = dy + — +...+

10 107

Sean j,4 los enteros no negativos de la definicién de representacién deci-
mal infinita periédica de x, y sea el nimero entero

a+ 104" g + 1052 gjay +..+ gjuge)

a a1 a 1 1
Sea Rn=ﬂ0+ W"'..."—Téi_—l‘f'w <1+W+...+W;>

Entonces, como es evidente que {r,} = sup{R,}. Por tanto, se puede con-
cluir:

a1 a 10 €0

a1
X = SuP{er} =dy + W +...+ 1()i'1 + 10/"’1(/?'1) 10/@ - l

Supongamos ahora que x es un niimero real no negativo y que x = 4o *
a14; ... es la representacién decimal de x lograda segiin las desigualdades

en (*). Debemos probar que si x € Q entonces la representacién decimal
es infinita periédica. Es claro que podemos considerar, sin perdida de
generalidad, que la representacién decimal es la lograda segiin el modelo
con las desigualdades segin (*).

Seax = £, g € Z*, primos entre si (Si p = 0, es trivial, pues x =
9

0.000... serfa la representacién decimal infinita periédica de x). Por tan-

to, 4o + (‘L) y habiendo elegido para » € N, una secuencia de enteros
9
NO Negativos x = do * 4142 ... a1 , con 0 = a; < 9, Vi, escogemos 4, el

mayor entero que satisface las desigualdades:




ao+£1— n SL<40+_‘_‘_1_+ +__””_+i
0"t T T g TR T
Dedonde 0 <4,<9.

Notemos que para cada 7 € N, a, es la solucién al problema de encon-
trar el maximo entero, que cumple 0 s 2, < 9 y para el cual, dado cierto
niimero entero no negativo by, con b, < ¢, resulta: £,10” = g2,10" + bnn1
con by,,1 Un entero no negativo y &,,1 < . Como el conjunto de enteros
no negativos que son menores que ¢ es un conjunto finito, deben existir
j.k, enteros no negativos, tales que: 4; = ;.4 , por lo que se tiene que:

Para Cﬂdd ne ]v: ﬂj = ﬂj+nk > ﬂj+1 = aj+1+n/e yeevs aj+(k-1) = ﬂj+(/e—1)+nk

Lo cual implica que la representacién decimal de x = 2 ¢ infinita
periédica. 1

Con esto queda completa la demostracién del teorema.
Como un corolario de este teorema se tiene que x es irracional, es decir,

real no racional, si y s6lo si, su representacién decimal es infinita no
periédica.

5.4.5. Ejercicios propuestos
1. Demuestre que la relacién = sobre Q es una relacion de equivalencia.
2. Sean (2,4), (b,¥) € Q. Pruebe que: a) (-4,-2) EQ,y b) (a+bad+b) EQ.

3. Pruebe que (R, +) es un grupo conmutativo.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Demuestre el teorema sobre propiedades de (<), es decir, que (R,<) es

totalmente ordenado.

. Pruebe que todo niimero real es positivo, negativo o coincide con el

cero real, y que estas condiciones son excluyentes.

Demuestre el teorema sobre propiedades de la adicién y multiplica-
cién de nimeros reales y concluya que (R, +,°) es un cuerpo conmuta-
tivo.

. Sean x,y € R. Pruebe que six < y + €, para todo € > 0, entonces x < y.

. Complete la demostracién del teorema: Q estd inmerso en R.

Para conjutos no vacios de nimeros reales, dé las definiciones de:
cota inferior, conjunto acotado inferiormente, infimo, y minimo.
Demuestre que todo conjunto no vacio de niimeros reales acotado
inferiormente tiene infimo.

Enuncie y demuestre una propiedad de aproximacién para el infi-
mo.

Enuncie y demuestre una propiedad aditiva para el infimo.

Demuestre la propiedad de comparacién para el supremo y, enuncie
y demuestre una para el infimo.

Complete la demostracién de la propiedad Arquimediana para los
ndmeros reales.

Pruebe que para todon €N, Vn-1 +Vn+1 esirracional.

pitulo 5: Conjuntos numéricos



n

15. Sea x € O, expresado en la forma: x = 2 —Ze—
PEEE

donde cada 4; es

un entero no negativo con @ < k — 1 para k= 2, y a, > 0. Sea
[x] el mayor entero contenido en x. Pruebe que: a1 = [x], que
ar = [Px] —k[(k-1)!x] para k = 2,..., n, y que 7 es el menor entero
tal que 7!x es entero. Reciprocamente, pruebe que cada niimero ra-
cional positivo x puede ser expresado en esta forma de una manera
y s6lo una.
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