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LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

FELIX LARA

Introduccion

El trabajo expuesto mas adelante consta de cuatro topicos
fundamentales; tres de los cuales son metodos diferentes de ob-
tener las transformacines de Lorentz y el otro topico es sobre
una forma mas general de expresar dichas transformaciones: La
forma Vectorial.

Los tres metodos explicados en este trabajo son:

1. La Deduccion de las transformaciones de Lorentz usando
los Postulados de Einstein.

2. El metodo del Intervalo Espacio-Tiempo.
3. El método del coeficiente "K".

Cada metodo tiene sus partlcularldades las cuales se pueden
inferir de la exposicion de los mismos.

1. Las transformaciones de Lorentz como una consecuencia
de los postulados de Einstein

Para obtener las transformaciones de Lorentz vamos a partir
de los siguientes postulados:

1) La uniformidad del tiempo y el Espacio; es decir que para
los sistemas inerciales las leyes de la Fisica son las mismas en
todos los puntos del Espacio y en todos los instantes de tiempo.

2) La. Isotropla del Espacno. Para los sistmas inerciales las
leyes de la Fisica son las mismas en todas las direcciones.
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3) El principio de la Relatividad: Todos los sistemas inercia-
les son equivalentes.

4) La velocidad de la luz es la misma para todos los siste-
mas inerciales.

Supongamos que queremos estudiar el movimiento de una par-
ticula desde dos sistemas de coordenadas I y I', los cuales se
mueven con velocidad constante relativa ¥, uno con respecto al
otro.

Para mayor comodidad vamos a considerar el caso particular

consistente en que el movimiento de £ con respecto a I' se rea-
liza sobre un eje comun, digamos el eje de las X.

¥ v
Ver Figura 1

z 2

Vamos a lnvestlgar cual es la relacion existente entre las
coordenadas de la particula en movimiento segun £ y segun f'. Es
bueno aclarar que para mayor generalidad cuando se habla de
coordenadas se debe incluir el tiempo, ya que en las transforma-
ciones que buscamos no podemos suponer que este es el mismo
para todos los sistemas inerciales.

Segun lo dicho anteriormente vamos a buscar relaciones de la
forma:

XI
Zl

0, X, v, Z, t) , Y'= $2 (X, Y, Z, t)
X, Y, 2,0, t =8, (XY, Z,1)

Esta claro que habremos encontrado las transformacnones bus-
cadas cuando encontremos las expresiones de @,, @ G y @,. Pa-
ra esto vamos a usar los postulados antes mencnongdos. Veamos.

Consideremos, por ejemplo el diferencial total de X':

= 3@, dX + 3@, dY + 3@, dZ + 3@, dt
aX Y ¥z ot
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Pero segun el postulado relativo a la uniformidad del tiempo
y del Espacio, las derivadas parciales 3@, , 3, , a@, , 3@, ,
aX Y Z at

deben ser las mismas en cada punto del Espacio y en cada ins-
tante de tiempo, ya que las transformaciones buscadas son leyes
de la Fisica, por lo que dichas leyes no deben depender del lugar

ni del tiempo en que se consideren. O dicho de otra manera
9, , 30 , 2@, , 33, , no deben depender de las coordena-

X Y 2 Z at
das X, Y, Z, t. Es decir que deben ser constantes.

Por tal motivo pongamos, por ejemplo:

LI LA B L R L

X Y 9z at

O

d X' = adx + uZdY + ql}dZ +aadt

Integrando la expresion anterior, tenemos:
X'=U,(X,Y,Z,t):u,X+02Y+032+aat+05.

Es decir que @ (X, Y, Z, t) es una funcion lineal de sus ar-
gumentos.

De forma semejante se podrian obtener expresiones similares

para Y', Z', t':
yo./'x oAY *AZ ¢+t o pe
o\ ¢ oy +:;z Y
tc./'x s pY 0/1,2 o/l't ¢/{r
En todos los casos anteriores los terminos independientes se
pueden evaluar si suponemos que en el instante t = 0, ambos sis-
temas de coordenadas coinciden, es decir que: X = Y = Z = 0;

X' = Y' = t' = 0 por lo que si sustituimos estos valores en las
expresiones anteriores se tiene:

X' -d.x LARESEREL
(AR YA RY YN A
2 =fix ¢ Y 4152 4 )t

SV AT AR RV
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Donde los coeficientes ‘ai, Bi,y,/li son coeficientes que debe-
mos determinar. Para esto vamos a considerar primero las trans-
formaciones correspondientes a Y' y Z':

Como el movimiento eseneleje X, si Y =0, Z = 0 se tiene
que Y' = 0, 2' = 0. Sustituyendo esto en las expresiones anterio-
res correspondientes a Y' y Z', tenemos:

0 -/,x +Bz + P

0 =/ix + iy + 5t

Pero como estas relaciones deben de ser ciertas para todo
X, Y, Z, y t se tiene:

4
BepePymo . V- V-V .o
Luego las expresiones buscadas para Y' y Z' son de la forma:
LAY SRR -f) 2

Donde los coeficientes/{; y .’l,indican las veces que las mag-
nitudes medidas en ' son mayores que las medidas en E.

Pero segun el principio de la relatividad:

Yo RV, 2 -}",z'

Combinando las relaciones anteriores se obtiene:

ﬂ:— 1 .Y';'- 1 6 A=l

eqé claro que los valores negativos se excluyen debido a la
eleccion de VY, Y', Z, Z'.

Luego: Y' =Y 5 ' = Z

Veamos, ahora, como se obtienen las transformaciones para X
y t: Sequn el analisis anterior en las expresiones:

Xt = Kix + Ay o+ A2 + &yt
4 ./y'x t ALY+ T s Uyt

No deben de estar Y ni Z, lo que significa que 41- a()- o

A py=0

Es decir que:
b & --(x +t (1)
t' -/u,x *plyt (2)
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Usando la relacion (1) y suponiendo que en un instante dado
se quiere estudiar el movimiento del origen de  con respecto a
se tiene que X' = 0, X = vut; luego sustituyendo estos valores

en (1), tenemos: 0 =&yt +olyt 6 “’_ v
Luego sustituyendo el valor de &y obtenido en la relacion (1)

tenemos: ., _ o, - &yvt = & (x - vt) (2)

Una expresion similar se obtendrfa si' se estudia el movimiento
del origen de I respecto a I
9 P X = 0" (X' ¢ vt')

Vamos a ver que relacion existe entre los coeficientes a, y

Para esto supongamos que en el sistema I' tenemos una re-
gla de longitud L = X', - X',, en reposo. Veamos que longitud
tendra dicha regla segun~el sistema I.

Los puntos X'1, X', que determinan la longitud ‘de la regla
en I corresponden a log puntos X,, X, medidas en el tiempo
t = t segun el sistema I. Luego usando‘la formula (2)

x".“‘ (X‘ - vt ), x.z' d.‘xz - vt )

6 X'y = X' el (X, - X)), X, Xy L/,
. . ’. [}
de manera similar se tendra: x‘z - Xy- L/‘(:

Claro que segun el principio de la relatividad se tiene que:

'
LS L T I L
Es decir que y. -0(,()( - vt), X = o(x* + ve') (3)

Vamos a encontrar ahora el valor deo{. . Para esto vamos a
considerar que en los instantes t = t' = 0, cuando J y § ' coinci-
den se envian sefiales de luz. Como la velocidad de la luz es la
misma para todos los sistemas inerciales se tiene que la distancia
recorrida por dichas sefiales segin ambos sisemas de coordenadas
es: X = ct , X' = ct' luego sustituyendo estos valores en (3), te-
nemos:

Ct' = “| (C - V) t
Ct = (C +v) ¢t
6 c2ire = otc? - v o
de donde se obtiene que: )

' e
1-v2/¢2
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Luego X! X - vt
#
1-v2/c2

Por otra parte sustituyendo
X' -°<(X - vt) enx-O((X' + vt'),

tenemos:
X -d‘x a(|vt = G( X ‘(vt +0(.vt'
de donde: 2 1 !
et o x (1 -e) + ove o K[/ - 1) X + ve)
o, v v
6¢’ - o, (( 1V - vzll:2 - 1) X + vt]) _d._(vt - vz/czx)
v 2 v
- _t = v/CX
1- v4/C

Es decir, que las transformaciones buscadas son:
xt e P(x-ve), Y ey, 2=z, t' = (t -v/c 2y
donde M- N I

Va-visc?

Observacion: Si v¢¢ C entonces v /c—oO y las transformaciones
obtenidas se convierten en las transformaciones de Galileo: X' =
X-vt,Y =VY,2'"=2,t =t

Es decir que las transformaciones de Galileo usadas en la
Fisica clasica son un caso particular de las transformaciones de
Lorentz.

2. Las Transformaciones de Lorentz como una consecuencia
de la Invariabilidad del intervalo Espacio-Tiempo

a) Definicion de Intervalo Espacio-Tiempo.

Supongamos que segun el sistema I, en el instante t, se emi-
te una sefial de luz desde el punto p(X,, Y, Z,) al punto
P2(X2, YZ’ 22), se tiene que dicha sefial recorre la distancia:

d'\/(T,'xu)z + (Y2 - v (22-2)2

Pero tambien como dicha sefial viaja a la velocidad de la luz
durante el intervalo de tiempo At = t2 - t,l se tiene que la dis-
tancia recorrida es d= C(tz-t1).

Combinando las relaciones anteriores se tiene:
- 2 - 2 - 2 2 2
(X=X )% + (v, = ¥ ) + (2,-2,)%= ¢ (t,-t,)

6 ¢, - e - (x, - x% v,y (2,720 %00)
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Esta claro que una expresion similar se obtiene si se estu-
dian los sucesos anteriores desde el sistema ', el cual se mueve .
con una velocidad V respecto al sistema L. Es decir que:

2
eyt - exed? - (vt 2y te 0 (2)
Las expresiones (1) y (2) se llaman cuadrados de los interva-

los Espacio-Tiempo para los sucesos indicados, con respecto a los
sistemas de coordenadas I y I'respectivamente.

b) Invarianza del Intervalo Espacio-Tiempo entre sucesos.

i las expresiones antes mencionadas se representan por 5212
y S 12° respectivamente, se tiene:

2 2 '}
5270 5] =0,6 5= 35y,

Surge la siguiente pregunta: ;Se mantendra la igualdad ante-
rior para cualquier otro par de sucesos que no sean enviar y re-
cibir sefiales de Luz?

Para contestar la pregunta anterior, supongamos que los su-
cesos a considerar ocurren en puntos e instantes infinitamente
cercanos, es decir que: X, -X, = dX, Y -Y,I = dYy, Z -Z.' = dZ,
t.-t, = dt. De esta manéra las expresir?nes 1y () éransforman
21, 2.2 .2 2.2 .2 2.2 2 2
en: ds” = Vodt"-dX"-dY"-dt™ , dS'" = C"dt'"-dX'"-dZ'

2Como debe de cumplirse que cualquier Eelacién entre ds? %
dS'™ debe satisfacer el hecho de que si dS° = 0 se tiene dS'
= 0, vamos a suponer que los intervalos estan relacionados por la

formula:

! ds? = ads'? (3)

Donde "a" no puede depender del tiempo t ni de las coorde-
nadas X,Y,Z, ya que en este caso se violaria el postulado de la
uniformidad del tiempo y el Espacio. De lo anteriormente dicho
se desprende que el coeficiente "a" puede depender solamente del
modulo de la velocidad relativa entre £y Z'. Para ver si esto es
cierto vamos a hacer las siguientes consideraciones:

Supongamos la existencia de un tercer sistema de coordena-
das " y definamos las siguientes Velocidades relativas entre los
tres sistemas considerados:

V., el modulo de la velocidad de £' con respecto a I V
el modllo de la velocidad de I con respecto a L V., el moduld
de la velocidad de " con respecto a ', luego usanc?c? (3) se tie-
nen las siguientes relaciones: 2 2

dS™ = » (V‘z)dS'

as? = & (v,,)«s“2
d$'2= o (vz3)¢s--’
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Combinando las relaciones anteriores se tiene:

atvy,) . *Mi3)  qu)
a(vzs)

Si se usa el diagrama siguiente:

2 S

nos damos cuenta de si V12 depende de V13 y de V23 esto implica
que V‘|2 depende no solamente de los modulos de V13 y V23, sino

que depende también del angulo entre dichos vectores. Pero como
dicho angulo no entra en la relacion (4), ‘esta relacion solamente
puede ser valida si los coeficientes "a" no dependen de los modu-
los de las Velocidades relativas consideradas.

Es decir que son constantes. Por lo que se tiene que a = 1,

o ds? = ds'?

Lo que significa que dS = dS' o tambien que S = S' + cons-
tante pero si S = 0, S' = 0, se tiene que la constante es nula.
Luego:

S$=9

Es decir que el intervalo Espacio-Tiempo entre sucesos es in-
variante.

c) Obtencion de las transformaciones de Lorentz.

Para mas facilidad supongamos que el sistema de coordenadas
£' se mueve con respecto al sistema Isegun esquema siguiente:

Y
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Supongamos, ademas, que en (1) y (2) se tiene:

[} (] [}
tg=0, Xy = 0,¥g=0,240; €1=0, X, = 0,¥; = 0, Z;= 0
‘2ot, X,ex, Y,o¥, 2,02, t
De manera que:

sZ_CZtZ xz_vz-zz_ c2t02_x|2_Y|2_z|

» 2 =2

5-t'. Xi-!'. Vi-Y' Z'-Z

2 2

- s‘
Pero segun el metodo anterior se tiene: y = y*

De donde se obtiene que:

2_.,2 2..2_,.2

Ct"=-X" = Ct" "-X 2,12, ,2 2

6 x*2-¢2¢12.x zc;
5
Vamos, ahora, a encontrar las transformaciones Z;ue satisfa-
cen la relacion anterior:

Para esto vamos a tener presente, segun el metodo anterior,
que las transformaciones para X' y t' seran lineales:

X' = a,X + a,t
t' = b, X + bzt

Sustituyendo las relaciones anteriores en la relacion (5), tene-
mos:

x'2.¢%:'% (a,X + a )2 (b X 0 b t)
z 2 2 2 z 2.2.2
+ 20,0, Xt ¢ aztz - c - 2C b b Xt = C byt
. xzoc’:’
De donde se obtiene: .?- Czb? -1 (6)

RS SRR

2,0, - Czb.bz- 0 (0)

Como se podra notar las relaciones (6) y (7) tambien se sa-
tisfacen si ponemos: 8, = Ch®, , Cb, = She, (9)

[ 4 c
o tambien: Cby _ the, _:_2_ = the,
a2, b,

Pero si tomamos en cuenta la relacion (8) se tiene:

L4 =22 o the, = the, = the es decir que 8,= 0,
a Cb,
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De donde usando las relaciones (9) y (10) se desprende que:
a, = chb® , az-me ’ bz-ChO. b,= Shé

Luego sustituyendo estos valores en las formulas:
X' = a,X + a,t

t' = b, X ¢+ bzt

' =
Tenemos: X XChe + Ct S hé (11)
t' = X She+ tCheo (12)

c .
Ahora bien si hacemos X' = 0 se tiene que usando la relacion
(11) X = vt, lo cual nos permite encontrar a the, veamos:

O = vtChe + CtShe = VCho + CShO) de donde thé = -

Teniendo el valor de la the podemos expresar los valores de
Sh y Ch en funcion de esta. Esto lo hacemos usando las rela-
ciones conocidas de las Funciones Hiperbolicas:

Cheé 1 , Sh® = ChOth®, es decir que:

) Vi-th2e

o<

che_ ) , She . -v/¢C
Vi-vt/c? Vi-v2c?

Luego sustituyendo estos valores en las formulas (11) y (12)
se tiene:

X' o X - vt A S v/c2x
Vi-v2)c2 V1 - v/e?

Es decir que las transformaciones halladas son:
Xt o (X - ve), Y' =¥, 20 @z, t* o[t - vsc2x)

Donde P - 1
V1 - v2y¢2

3. El metodo del Coeficiente "K"

Este metodo se basa en el hecho experimental consistente en
que si dos observadores se mueven uno con respecto al otro con

217



una Velocidad Relativa V , y uno de ellos envia dos sefiales con-
secutivas de luz con un intervalo de tiempo T, entonces el obser-
vador que recibe dichas sefiales las recibira con un intervalo de
tiempo KT.

Donde "K" es un coeficiente que depende solamente de V.
Puesto que si "K" dependiera de la posicion, la direccion o del
tiempo en que los observadores envian y reciben las sefiales esto
estaria en contraposicion con las propiedades atribuidas al Espacio
y al tiempo: La Uniformidad y la Isotropia del Espacio asi como
la uniformidad del tiempo.

. - —_—
Veamos, ahora como se calculo "K" parauna V dada entre dos
o]
observadores en movimiento:

Supongamos que A y A' se mueven con una Velocidad Relati-
va V. Se puede suponer que en el instante t. = 0 ambos observa-
dores coinciden y que ademas en dicho instante A le envia una
sefial a A'. Si luego en el instante t, A le envia otra sefial a
A', se tiene que A ha enviado dos sefiales en un intervalo de
tiempo T = t, - t. = t, y A' recibira dichas sefiales con un inter-
valo T' = Kt,, pero si A' dispone de algin medio (un espejo por
ejemplo) para reflEjar dichas sefiales, estas volveran a A con un
intervalo t, = KT%, donde tz es el instante en que A recibe la
sefial refle)zada por A',

Basandonos en el analisis anterior y en el postulado de la
velocidad de la luz, se tiene que la distancia recorrida por la luz

ra llegar a A' sequn A es:
para g g X=%C(t2-t')

o Bambidn % = % C K2T1-1) = % cT &2 -1).

Por otro lado, supongamos que en el instante t, A envia una
sefial hasta el observador A' si dicha sefial llega a A' cuando A'
esta en la posicion X se tendra que segin A, este suceso ha
ocurrido en el instante t* + T;, donde T;, es el tiempo usado por
la sefial en alcanzar a A'. Lo mismo ocurrira si la sefial es en-
viada por A en el instapte > t*:, llegando dicha sefial a la posi-
cion X, ocupada por A en el instante t, + T,, donde T, es el
tiempo usado por la sefial en alcanzar a A'.

Supongamos, ademas, que cada vez que una sefial alcanza a
A' se refleja de nuevo hacia A. Se tiene que la sefial enviada en
el instante t regresa en el instante t; y la sefial enviada en el
t, regresa en el tz.

Se podrfa erlcontrar el tiempo en que (segﬁn A) A' se mueve
ce la posicion X, a la posicion X,.
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®
Veamos el siguiente t‘I. - T ty - T
diagrama:

A - N
.. Xt . X,
t, * T, t, ¢ 1’
Como se ve en el dlagrama en el instante t - T,, A' debe

de ocupar la posncnon X (segun A), en el t
ocupar la posicion X, (tamblen segun A)

2 " T,, A' debe de

Siguiendo el analisis anterior se tlene que el tiempo "t" usa-
do por A' en moverse de la posicion X a la X, es:

t = (ty +T)) - (t' « T (1)

t e (t, =T - (tg =T (2)
Sumando las dos expresiones anteriores se tiene:
2t - t.+tz-tf-t; o (t, = th) ¢ (t,- t;)

Perocomo T = t, - t? ’ tz-t; - KzT. tenemos:

2t-T+KzT

6 t _ 1 T(k¥+ )

2

!;= 0 se tiene quex? -0 yrr’.'= 0, es

T-l.;KzT-t

oque ¢ = |

*

Ahora bien sit, = 0,
decir que: «
2.x-x.-x,-x,

(!o + tz)

De todo lo anterior se concluye que segun A. A' recorrs la
distancia xe _1_ C(tz'!.) - CT(Kz-l) en el tiempo
2 2
2
a1 (tyvry) o 1 T(KT#+ D).
7 T

Luego la Velocidad de A con respecto a A sera:
vV _ X 7 CTWK?

- - c(xk™ - 1)
. lt(xzol) X2 + 1
6 v_K-1_, I
c x!0|
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de la expresion anterior se puede despejar a K:

K = 1 + 0
Veamos ademas, otras formulas que luego vamos a necesitar:
2
r‘ - 1 - K+
1 - .2 2K
P. - K " ° Kz- , - Kz- '
2K K2+ 1 2K

Observacion: el metodo del coeficiente "K" se puede usar
para obtener las principales consecuencias de los postulados de la
teoria de la relatividad, pero nosotros lo vamos a usar para ob-
tener solamente las transformaciones de Lorentz. Veamos:

Supongamos que se estudia el movimiento de una particula
"P" desde los sistemas de coordenadas I y I' los cuales se mue-
ven con velocidad relativa v en la direccion del eje X.

Supongamos, ademas que "P“ tambien se mueve en dicho eje
y que las sefales que I envia a "P" pasan, primero por L' si-
guiendo hacia "P". Pero luego que llegan a "P" se reflejan hacm
t pasando primero por I'. Si en un instante dado "t," se envia
una sefial hacia "P" esta pasara por L' en el instante t, y segui-
ra hacia "P" luego vendra de vuelta pasando por L' en el instante
2 y finalmente llegara a I en el tz

De lo diche anteriormente se tiene que:

Segun : "-%c(tz - t‘) ‘.%(tz’tﬂ (3)

Donde X es la distancia del origen a "P"
t es el tiempo en que "P" recorre la distancia X
t, es el instante en que I envia una sefial hacia "P"
t, es el instante en que I recibe la sefial enviada

2
a llpll.
De forma semejante se tendria segun L'
1
X -%c(,:; -t) ., t'eg (e ty)  (4)
Usando las relaciones (3) y (4) se pueden despejar los valores
de t,, t., t} ti: X X
772777 v =t I TR
e - X tyo =t ¢
1 c ' N2 [
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Por otro lado segin la definicion de "K" se tiene:
(]
troe keg o oty = Kty

Es decir que:
L}

¢ - %- = Kt, =« K(t . % ) (5)
teEm Ky = KL e E) (6)

Pero multiplicando (5) y (6) de manera cruzada:

[ !
K(e -3 (e d) = k(e-3) (e s 3

[}
o JJ2oX2 22
tZ o4
Que es lo mismo que xz-cztz es invariante.
Ahora bien, si se usan de nuevo las expresiones (5) y (6) se

tiene:
t' - %l -k (¢t -%)

t' ¢+ 1

Fegxlre

olx o
L4

Por lo que sumando las formulas anteriores se obtiene:
2 2
K™ ¢« 1 ¢ K¢ r.
- T - ﬂ-nl x @ L - ‘ . %

6t =t - F x)

De forma similar se tendria que:

Xt (x = v e)

4. A modo de apendice:
Las transformaciones de Lorentz en forma Vectorial

Supongamos que desde los sistemas de coordenadas I y L' se
quiere estudiar el movimiento de una particula segun el siguiente

diagrama:
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Aqui se tiene que:

E es.el Vectorposicion de la particula segun k.
r' es el Vector posicion de la particula segun &'.

R es el Vector posicion del origen de ' seguin I.
ALY
dt

Para aplicar los resultados obtenidos anteriormente vamos a
descomponer ¥ y ' en dos componentes:

Una paralela a E y otra perpendicular a R.
1)

. + +» -+ * * >
Es decir que_: r=r,+r, 30 =1}, +1Y

Donde:
,, T son los componentes paralelos a R.

+ -+ >
r, , r_ son los componentes perpendiculares a R.

Entonces segin las formulas obtenidas se tendria que:
o= TG, - Vo), Tu=fp, = M- B 0 (1)

—cl.l_

pero como: , .

TV o= (FV) = (T, + Tg)e Vv = Ty v (2)
(o]
FueV = r,v dedonde - (} U)o (V)
v v
o, tambien Fu = (_n!_;vc) Vo= (Q) v (3)
\4
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Se tiene: Ti_ (. V) 4 ':"L
O P =TF(f-Vt)+r-T,=r-fvt+ (T-DT,

Tambien usando (3) se puede poner: P EL TVt L (D ED Y

De forma semejante: t' =l [t- (fv)] Y
T

Las cuales son las transformaciones buscadas.
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