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Resumen:

Sc rcalza la importancia del álgebra matricial en ingenieía, median-
tc cl cstudio dc los cigenvalues o valores caracteísticos de una matriz
diagonal. Sc aplica estc tipo dc soluciones a la transfornación de
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Muchos casos prácticos de ingeniería, en donde se tratan problemas
de dinámica de estructuras, elasticidad, vibraciones, flujo de coniente
eléctrica, etc..., pueden ser modelados matemáticamente mediante el
llamado Problema Característico de una Matriz.

La aplicación de dicho problema no sólo se circunscribe a la
ingeniería pura, sino que tiene usos muy importantes dentro de la propia
matemática, como es el caso a que haremos referencia mas adelante.

La siguiente relación

tA l  {0 }  =  {b }

es la ecuación clásica que define la naturaleza práctica de una matriz
como "un operador que transfoma a un vector".

Ahora bien, si del vector de mano derecha, {b} pudiéramos extraer
un valor escalar 1,, de tal forma que el nuevo vector resultante fuera el
mismo vector a transformar. tendrfamos la sizuiente ecuación:

tA l  {0}  =}" la l  @c.  1)

en otras palabras, estaríamos afectando la magnitud del vector, pero
no así su dirección ni su línea de acción.

tAl  {s}  -  l {o}  = o

(  tA l  -  l . t l l )  { 6 ¡  =  6

esta relación tiene dos soluciones: primero la llamada "solución
trivial" en la que {O} = 0, y segundo, en la que el determinante del
premultiplicador es igual a cero:

I  lel-  l . ¡ t l  |  = s

El desanollo de este determinante nos conduce a la Ecuación

r20



Caractefstica cuya solución nos dará los distintos valores de l, que
afectan a cada vector de la matriz transformada.

Estos valores se conocen como Valores Caracteústicos o propios
(eigenvalues) que se pueden agrupar en una matiz diagonal que
usualmente recibe el nombre de Matriz Espectral por la semejanza que
presenta con el problema de Dinámica de Estructuras. Tendremos
tantos Valores Caracteísticos como vectores tenga la maÍnz, en otras
palabras, el ordcn delamalnzdetermina el número de Valores propios
o Autovalores.

Cada vcctor afectado recibe el nombre de Vector Característiso o
Propio (cigcnvcctor).

Vcamos ahora la aplicación de este tipo de solución a un problema
dc matemáticas, como es cl de transformar la ecuación general de una
sccción cónica a una Forma Canónica.

La ecuación gcncral dc dicha sección viene dada por la siguiente
cxprcsión:

Ax ,2  +  Bx ,x ,  +  Cx ,2+ Dx,  +  Ex ,  +  F= 0

sin cmbargo, para cl'cctos dc notación matricial resulta ntas convc-
nicntc la siguicntc lbmrulación:

ax,r  + 2bx,x,  + cxr2 + 2dx, + Zexr+ l '= 0

llantada, contunnentc, la fbmta no-<anónica de una sección có-
nica.

La presencia de los témrinos lineales Zdx, y 2e4 implica que el
ccntro de la sccción no coincide con el origen de coordenadas del
sistema global elegido "a priori"; y el término cruzado, 2bx,x., indica
que la orientación local de la sección no es la misma que la de-los ejes
globalcs.
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f *, x2 r]

{x} r lA* l {x}  = 0

Ambos problemas pueden ser resueltos efectuando, primero, una
traslación de coordenadas y luego una rotación de los ejes del sistema.
Al final sólo tendremos los términos cuadrados y constante de la
ecuación. Esta ecuación final recibe el nombre de forma canónica de la
sección cónica.

Matricialmente esto implica la anulación de todos los términos de la
matriz con excepción de aquellos localizados en la diagonal principal.

Iniciemos nuestra búsqueda formulando la matriz de transformación
de coordenadas por traslación (ver figura 1).

x l = y l + u

anera:

{ x }  =  [T ] { y }

rarsformación de coordenadas
e no-similaridad, es decir que

rma manicial tenemos,

[' ' f [.'-l
|  
'  c  e  

I  l * ' l = o
Ld '  r_.J L ' - l

Expresado en fo

x 2 = y 2 + v

Matricialmente se expresa de esta m

[ -,-.1 [r o ul [r,l
l l t  I  l
l . ' l = l o ' " 1  l r ' l
L' _l L' o ,_.j L' J

donde [T] representa la matriz de t
por traslación, teniendo la propiedad d
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[ ' ' . - . l  f  
oo- l  

[ ' ' " -J  ta  
b  (au+bv+o]

l o t o l l  
b c . l l  o r v l = l  b  c  ( b u + c v + e ) l

L " " t_JLo .  t_ j [oo '_J  l rau+uv+o) (bu+cv+e)  -  _ ]

[T]r* [T]-t. La transformación se efectúa mediante el triple producto
matricial que es tfpico de las cantidades tensoriales: [A^,,J = [T]rlAxl[T]

donde k = au2+ 2buv + cvz + Zdu + 2ev + f (Ec. 2)

La transformación se lleva a cabo haciendo nulos los términos ( 1,3),
(2 ,3) ,  (3 ,1)  y  (3 ,2) :

a u + b v + d = 0 ;  b u + c v * € = 0  d e d o n d e o b t e n e m o s ,

u = (be-dc)/(ac-br) y v = (bd- ae)/(ac-br)

Es necesario hacer notar que el denominador de estas dos ex-
presiones no es otra cosa que el determinante (A) del menor superior y
que tiene una importancia extrema: por ejemplo, si el A = 0, la sección
en cuestión no tiene centro y se trata de una parábola; si el A > 0, se trata
de una elipse y, si A < 0 estamos hablando de una hipérbola. En realidad,
se ría necesario el verificar el otro invariante que se refiere al determi-
nante de tercer orden del sistema a fin de comprobar que se trata de una
sección cónica como tal.

Simplificando la expresión de k en la Ec. 2, tenemos que

k = d u + e v + f

La tbmra tlnal será:

{ y } ' [ A " ]  { y }  =  o
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Y ,  =  Y ' r L

Xz =  l r+ f

FIGURA 1

Íy, y., l l

Expresado en notación algebraica:

ay 12 + 2by ryrt cyr'+ k = 0

La segunda transformación se consigue operando sobre la nueva
matriz a través de una matriz de rotación de coordenadas (ver figura 2).

Yt= zt cos0 - 22 senO

Yz= ztsene + 22 coso
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las que expresadas matricialmente nos resultan,

f -  I  t -  r r -  r
I  Y ' l  I  coso -seno I  l ' '  I
I  I  =  |  l l  |  1 Y ¡  = [ R ] { z }
I y, | | sen0 cos0 | lz, I
| ' "  |  |  |  |  '  I
L  J  L  J L  J

donde, la transformación matricial sería:

lArl= [R]r IAy] [R]

Esta l.ransformación nos asegura la eliminación de los términos
cruzados localizados en las posiciones (1,2) y (2,1) lo que en realidad
indica que estaríamos diagonalizando la matriz final.

Sin embargo, esta última transformación por rotación la efectuare-
mos presentando el problema característico de la mafnz.

FIGURA 2

Y 1  - -  l , la6 '  -  L r \uO

I  a = Z , f n e  +  Z - C ¿ s e
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Veamos a continuación el siguient€ ejemplo:

2xrz + 4xrxr- \t -Zxr+ 3x, - 6 = 0

l ,
[ * , * ,  r  I  l ,

L-'

2

- l

1 . 5

i" l-1

xl

x2

I

= Q

A = 3 c - b 2 = 2 ( - l ) - 2 2 = - 6

Se trata de una hipérbola, con centro en las coordenadas de posición
(u,v)

u = [2(1.5) - (-1X-l)] I  G6) =-.3333

v = [2(-l) - 2(1.5)] /  (-6) = .8333

k = (- lX-.3333) + 1.5(.8333) + (-6) = 4.4168

La primera transformación, que envuelve una traslación de ejes,
queda efectuada así,

= 0

v,

V^

I

, r z  o  
- l

I r , r , ' - l  l "  t  I
L. 

o -44168_.1

o expresado algebráicamente:

2y 12 + 4y ryr- yr '= 4.4168
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dividiendo entre 4.4168,

.4528y,2 + .9056y,y, - .2264y 12 
- 1

Esta nueva ecuación la podemos expresar matricialmente

f- r f otn 452;l [r, I
l Y , Y z  l l  I I  |  = 1 ( E c . 3 )L r 

l_+szs 
_2264) 

L" _J
ahora planteamos el problema caracterfstico:

I orr, 4s28--l [' ;--l
|  |  r  I  |  { o }  = o

l 4 s 2 v - 2 2 6 4 _ )  [ o r ]

el-cctu¿rndo la opcración correspondiente arribamos a la ecuación
siguientc,

I 
t.+szs - i,I .4s28

L 
.rr (-.2264 - l a l  = Q

dc la cual ya expresamos que haciendo el detemlinante del
prcmultiplicador igual a cero, obtendíamos una solución no-tri- vial
del problema;

(.4s28- ¡,) .4s28

.4528 (-.2264 - ),.)
= Q
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el desarrollo de este determinanie de segundo orden nos conduce a
la Ecuación Ca¡acterística

? '2- .229l , - .3075 =0

cuya solución nos da los dos valores caracterfsticos:

\ ,= .6792 L z= -.4528

ahora, sustituyendo cada valor en la ecuación l, obtendremos los
vectores caracterfsticos.

t -  - l t -  r  f -  |
| .4s28 .4s28 | | 6,, | | Q,, I
t t t t t l
|  |  |  l = . 6 7 e 2  |  |
r t t t l l
L4s28 

-22u) 
Lr,, _j Lr,,J

Y'

f orr, .4528 I f ,,. 
-l 

f ,,, 
--l

r l l l l l
I  l l  l = - 4 5 2 8  |  |
l r r r l l
| .4528 -.22& | | e". | | @," I
L  l l _ " _ t  L - J

Resolviendo cualquiera de las dos ecuaciones tendríamos el mis-
mo resultado. Veamos el primer Valor l, = .6792

[-t.orrt -.67s2) .4sz. I l-r,, I
I  l l  l = o
t _ | l
L .4s28 (-.22u -.67e2) 

_l V" _j
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f -.rr* o'r 
--l 

f-r,, I
I  l l  |  = Q

L 
.4528 -.e0s6_J 

Lr,, _J

algebráicam ente, -.22640 n + .45280, = 0

Tal y como expresarÍlmos en pánafos anteriores, el valor ca-
racterístico sólo afecta la magnitud del vector, no su dirección ni su línea
de acción, lo que significa que el valor real de cada término del vector
no es relevante, sino, la relación existente entre ellos, de ahí que le
asignaremos un valor arbitrario a uno de ellos y el valor del otro término
será relativo al primero.

El ángulo de rotación entre los ejes se obtiene así,

tano = [6rrl@2r)

Veamos:

5i 0rr = 1.0, entonces 0r, = 0.5

de donde tenemos que 0 = tan I (0.5/1.0) = 26.565e

por otro lado, si agrupamos los valores característicos en una matriz
diagonal, obtendremos los nuevos ejes de la sección cónica:

es decir,

(0.6792) *Ztz - (0.4528) *Zr2 = |
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L 
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L',_l



o bien, llevado a su Forma Canónica,

2,, 2,,
= l

(1,.21A)' (1.4861)'

RGI.JRA 3
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Conclusión

Esta presentación, es mas bien un trabajo de divulgación y no de
investigación. Podrfa resultarmás sencillo el recabartoda esta informa-
ción en cualquiera de las referencias citadas al final, para teneruna idea
más clara y amplid sobre el tema. Tal vez, el enfoque matricial que
hemos querido darle, pudiera tener algo de innovador, sin embargo,
perseguimos, mediante estas pocas cuartillas el presentar al lector los
siguientes puntos:

resaltar la importancia que tiene, para los ingenieros, el uso y
manejo apropiado del algebra matricial, y,

hacernotarque elProblema Caractelstico de una Matriz reviste una
real importancia en la solución de problemas, no solamente de
ingeniería, sino en cualquier rama del saber,

De todos modos debemos señalar que la aplicación del problema
caractefstico, para el caso gue nos ocDpa, sda',ente se puede efectuar
en referencia a la rotación de los ejes, ya que la matriz que efectúa la
transformación conespondiente, tiene caracter de similaridad, es decir
que su transpuesta es igual a su inversa, lo cual no ocurre con la matriz
de transformación de coordenadas por traslación.

También es importante observar que la suma de los Valores Carac-
terísticos presentados en la Ec. 4, es igual alatrazade la matriz original
(Ec. 3). Esta condición es uno de los invariantes del sistema.
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