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Resumen:

Sc realza laimportancia del dlgebra matricial en ingenieria, median-
tc ¢l estudio de los cigenvalues o valores caracteristicos de una matriz
diagonal. Sc aplica este tipo de soluciones a la transformacién de
ccuaciones de sccciones conicas a formas canénicas.
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Muchos casos practicos de ingenierfa, en donde se tratan problemas
de dindmica de estructuras, elasticidad, vibraciones, flujo de corriente
eléctrica, etc..., pueden ser modelados mateméticamente mediante el
llamado Problema Caracteristico de una Matriz.

La aplicacién de dicho problema no sélo se circunscribe a la
ingenierfa pura, sino que tiene usos muy importantes dentro de la propia
matematica, como es el caso a que haremos referencia mas adelante.

La siguiente relacion

[A] {¢} = {b}

es laecuacion cldsica que define la naturaleza préctica de una matriz
como ‘“‘un operador que transforma a un vector”.

Ahora bien, si del vector de mano derecha, {b} pudiéramos extraer
un valor escalar A, de tal forma que el nuevo vector resultante fuera el
mismo vector a transformar, tendrfamos la siguiente ecuacion:

[A] {8} =A{g} (Ec.1)

en otras palabras, estarfamos afectando la magnitud del vector, pero
no asi su direccion ni su linea de accién.

[A]l {9} -M{o} =0
([A]- A1) {8} =0
esta relacién tiene dos soluciones: primero la llamada “solucién
trivial” en la que {p} = 0, y segundo, en la que el determinante del

premultiplicador es igual a cero:

[ [A]-Al1| =0

El desarrollo de este determinante nos conduce a la Ecuacién
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Caracteristica cuya soluci6n nos dar4 los distintos valores de A que
afectan a cada vector de la matriz transformada.

Estos valores se conocen como Valores Caracteristicos o Propios
(eigenvalues) que se pueden agrupar en una matriz diagonal que
usualmente recibe el nombre de Matriz Espectral por la semejanza que
presenta con el problema de Dindmica de Estructuras. Tendremos
tantos Valores Caracterfsticos como vectores tenga la matriz, en otras
palabras, el orden de la matriz determina el nimero de Valores Propios
0 Autovalores.

Cada vector afectado recibe el nombre de Vector Caracteristico o
Propio (eigenvector).

Veamos ahora la aplicacion de este tipo de solucién a un problema
de matemdlicas, como es el de transformar la ecuacion general de una
seccién conica a una Forma Canénica.

La ccuacion general de dicha secci6n viene dada por la siguiente
cxpresion:

Ax P+ Bxx,+ Cx 7+ Dx, +Ex,+F=0

sin cmbargo, para cfectos de notacion matricial resulta mas conve-
nicnte la siguicnte formulacion:

ax,’ + 2bx x, + ¢x,* + 2dx, +2ex, + =0

llamada, comunmente, la forma no—canénica de una seccién c6-
nica.

La presencia de los témminos lineales 2dx, y 2ex, implica que el
centro de la seccién no coincide con el origen de coordenadas del
sistema global elegido “‘a priori™; y el término cruzado, 2bx x,. indica
que la orientaci6n local de la seccion no es la misma que la de los ejes

globales.

121



Expresado en forma matricial tenemos,

ab d X,
[xl X, lj b ¢ e X, [=0
d e f 1

{x}TAL{x} =0

Ambos problemas pueden ser resueltos efectuando, primero, una
traslacién de coordenadas y luego una rotacion de los ejes del sistema.
Al final sé6lo tendremos los términos cuadrados y constante de la
ecuacion. Esta ecuacién final recibe el nombre de forma canénica de la
seccién cénica.

Matricialmente esto implica la anulacién de todos los términos de la
matriz con excepcion de aquellos localizados en la diagonal principal.

Iniciemos nuestra bisqueda formulando la matriz de transformacién
de coordenadas por traslacion (ver figura 1).

X, =y, +u

X, =Yy, +V

Matricialmente se expresa de esta manera:

X, 1 Ou Y,
X, =0 1v v, | {x}=[THy}
1 001 1

donde [T] representa la matriz de transformacion de coordenadas
por traslacion, teniendo la propiedad de no-similaridad, es decir que
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[T]"# [T]-'. La transformacion se efectiia mediante el triple producto
matricial que es tipico de las cantidades tensoriales: [Ay] =[T]'[A,][T]

— 7 T ) —

100 |[abd 10u a b (autbv+d))

010 bce 01v |= b C (bu+cv+e)

uvl de f 001 (au+bv+d) (bu+cv+e) k .

donde k = au’+ 2buv + cv? + 2du + 2ev + f (Ec.2)

Latransformacién se lleva a cabo haciendo nulos 1os términos (1,3),
(2,3), 3.y (3,2);

au+bv+d=0; bu+cv+e=0 dedonde obtenemos,
u=(be-dc)/(ac-b?) y v=(bd-ae)(ac-b?

Es necesario hacer notar que el denominador de estas dos ex—
presiones no es otra cosa que el determinante (A) del menor superior y
que tiene una importancia extrema: por ejemplo, si el A =0, la secci6n
en cuestion no tiene centro y se trata de una pardbola; siel A> 0, se trata
deunaelipse y, si A<0estamos hablando de una hipérbola. En realidad,
seria necesario el verificar el otro invariante que se refiere al determi-

nante de tercer orden del sistema a fin de comprobar que se trata de una
seccioén conica como tal.

Simplificando la expresi6n de k en la Ec. 2, tenemos que
k=du+ev+f
La forma final ser4:

(Y}T[A] {y} =0
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T,

92

X, = ¥ v

Xz = Pye?"

FIGURA 1

a b O Y,

[y, y, 1 | b ¢ 0| y,|=0

0 0 k|| 1

—

Expresado en notaci6n algebraica:
ay,’+ 2by,y,+ ¢y, +k=0

La segunda transformaci6n se consigue operando sobre Ia nueva
matriz a través de una matriz de rotacién de coordenadas (ver figura 2).

=2, cosO -z send
1 1 2

y, =z, senf + z, cosd
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las que expresadas matricialmente nos resultan,

Y, cosB -senb zZ

{y} = [R}{z}

Y, senf cosO zZ

donde, l1a transformacién matricial seria;
[A,]=[R]"[A] [R]

Esta transformacién nos asegura la eliminacién de los términos

cruzados localizados en las posiciones (1,2) y (2,1) 1o que en realidad
indica que estarfamos diagonalizando la matriz final.

Sin embargo, esta ultima transformacion por rotacioén la efectuare-
mos presentando el problema caracteristico de 1a matriz.

4 FIGURA 2

o .

5’. :Z,fog@—zg’\\u\@
Yi=Z e +Z (5@
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Veamos a continuacion el siguiente ejemplo:

2X 2+ 4x X, - x,2-2x +3x,-6=0

2 2 -1} x
[xlx2 1 ] 2 -1 15((x,| =0
-1 15 -6 1

A=ac-b*=2(-1)-2=-6

Se trata de una hipérbola, con centro en las coordenadas de posicion
(u,v)

u=[2(1.5) - (-1)(-1)] / (-6) =-.3333
v=[2(-1)-2(1.5)] / (-6) = .8333
k= (=1)(-3333) + 1.5(.8333) + (-6) =—4.4168

La primera transformacién, que envuelve una traslacion de ejes,
queda efectuada asf,

22 0 Y,
ljylyzlJ 2 -1 0 y, | = 0
0 0 -4.4168 1

0 expresado algebrdicamente:
2y +4yy, -y, =44168
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dividiendo entre 4.4168,
4528y * + 9056y,y, - 2264y =1

Esta nueva ecuacién la podemos expresar matricialmente

4528 4528 | |y,

[yl y2] =1 (Ec.3)
4528 -.2264 Y,

ahora planteamos el problema caracterfstico;

4528 4528 1 0

4528 2264 0 1

cfectuando la operaci6n correspondiente arribamos a la ecuacién
siguientc,

(4528 - 1) 4528
{g} =0
4528 (-2264 - 1)

de la cual ya expresamos que haciendo el determinante del
premultiplicador igual a cero, obtendriamos una solucién no—tri— vial
del problema;
(4528 - 1) 4528

4528 (2264 - L)
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el desarrollo de este determinante de segundo orden nos conduce a

la Ecuacion Caracteristica

A2-22641-3075=0

cuya solucién nos da los dos valores caracterfsticos:

A, = 6792

ahora, sustituyendo cada valor en la ecuacién 1, obtendremos los

vectores caracteristicos.

4528

4528

y,

4528

4528

Resolviendo cualquiera de las dos ecuaciones tendriamos el mis-

4528

-.2264

~—

4528

-.2264

A, =-4528

¢22

= .6792

= —.4528

mo resultado. Veamos el primer Valor A = .6792

¢22

(4528 —.6792) 4528 8,

4528 (-.2264 - .6792)

2,
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~2264 4528 8,

4528 -9056 | | o,

algebrdicamente, —-.2264¢p  + .4528p, =0
Tal y como expresaramos en parrafos anteriores, el valor ca—
racteristico s6lo afectalamagnitud del vector, no su direccién ni su linea
de accion, lo que significa que el valor real de cada término del vector
no es relevante, sino, la relacién existente entre ellos, de ahi que le
asignaremos un valor arbitrario auno de ellos y el valor del otro término
serd relativo al primero.
El 4ngulo de rotacién entre los ejes se obtiene asf,
tand = [9,,/6,)]
Veamos:
sig,, = 1.0, entonces p, = 0.5
de donde tenemos que 6 = tan (0.5/1.0) = 26.565°
por otro lado, si agrupamos 1os valores caracteristicos en una matriz

diagonal, obtendremos los nuevos ejes de la seccién c6nica:

.6792 0 z,
[zl z, J =1 (Ec.4)
0 —.4528 z,
es decir,

(0.6792) *Z - (0.4528) *Z 2 = 1
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o bien, llevado a su Forma Canoénica,

Z? Z}?

1 2

- =1

(1.2134) (1.4861)*

FIGURA 3
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Conclusion

Esta presentacién, es mas bien un trabajo de divulgacién y no de
investigacion. Podrfa resultar m4s sencillo el recabar toda esta informa-
cion en cualquiera de las referencias citadas al final, para tener una idea
m4s clara y amplia sobre el tema. Tal vez, el enfoque matricial que
hemos querido darle, pudiera tener algo de innovador, sin embargo,
perseguimos, mediante estas pocas cuartillas el presentar al lector los
siguientes puntos:

1- resaltar la importancia que tiene, para los ingenieros, el uso y
manejo apropiado del algebra matricial, y,

2— hacernotarque el Problema Caracterfstico de una Matriz reviste una
real importancia en la solucién de problemas, no solamente de
ingenierfa, sino en cualquier rama del saber,

De todos modos debemos sefialar que 1a aplicacién del problema
caracterfstico, para el caso gue nos ocupa, solamente se puede efectuar
en referencia a la rotacién de los ejes, ya que la matriz que efectda la
transformacion correspondiente, tiene caracter de similaridad, es decir
que su transpuesta es igual a su inversa, 10 cual no ocurre con la matriz
de transformacion de coordenadas por traslacion.

Tambi€én es importante observar que la suma de los Valores Carac-
teristicos presentados en la Ec. 4, es igual a la traza de 1a matriz original
(Ec. 3). Esta condicién es uno de los invariantes del sistema.

Referencias

— Matemdticas Superiores para Ingenieria
C. Ray Wylie

— Cdlculo Infinitesimal y Geometria Analitica
George Thomas

— Andlisis Matricial — (Notas de Cdtedra)
Bemardo Deschapelles

131



