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RESUMEN

Este articulo representa los resultados de la segunda parte de nuestras
dltimas investigaciones sobre el tema. La clasificacién de los operado-
res de simetria nos permitié en la primera parte formular el Teorema 1.
En este articulo construimos las soluciones exactas de las ecuaciones
de Schrodinger para una particula libre y de Hamilton — Jacobi corres-
pondiente para todos los operadores de simetria del primer y segundo
orden. Todos los resultados conocidos en la literatura entran en nues-
tra clasificacién y también encontramos nuevos casos de la resolucién
exacta de las ecuaciones. El principal resultado obtenido es que la enu-
meracién de los casos de la resolucién exacta es exhaustiva para los
sistemas con la simetria mencionada.

PALABRAS CLAVES

Simetria, ecuaciones de Schrodinger y de Hamilton — Jacobi

Aqui continuamos la numeracién de las secciones y de la
bibliografia de la primera parte [7] lo que simplificard las re-
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ferencias. La clasificacion de los operadores de simetria y, en
consecuencia, del conjunto de todas las soluciones exactas nos
permitié formular el Teorema 1. En este articulo construimos
las soluciones exactas de la ecuacién de Schrodinger y de la
ecuacion de Hamilton - Jacobi para una particula libre usando
todos los operadores de simetria del primer y segundo orden.
Todos los resultados conocidos en la literatura entran en nues-
tra clasificacién y también encontramos nuevos casos de la
resolucién exacta de dichas ecuaciones.

4. Resolucion exacta de la ecuacién de Schrodinger
para una particula aislada

El Teorema | comprobado en la seccién 3 nos permite abordar
el problema de la resolucién exacta de la ecuacién de Schrodinger
(1). Algunas soluciones son muy conocidas: por ejemplo cuando
se trata de las funciones de estado que son las funciones propias
de los operadores de simetria del primer orden. Como mostramos
en el Teorema 1, existe una sola clase de los operadores equiva-
lentes de este tipo (contrariamente a lo que estd mencionado en
el articulo [3]). En el caso general la solucién de la ecuacion de
Schrodinger (1) con un operador de simetrfa B del Teorema 1 se
busca como la solucidn del sistema:

Ay =0,
By =Avy.
Si ahora B es operador de simetria del primer orden, el
entra en la dnica clase de equivalencia (11) con el operador
més sencillo B, = —id/0x [véase la formula (5b)]. La fun-

cién propia de este operador, la que verifica la ecuacion de
Schrodinger es una onda plana:

(12)

v, (t.x)=Cexp{tAy-iot}conw=A"/2. (13)
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Es interesante observar que la funcién de estado que es la
funcién propia del operador B, de la formula (5b) es la fun-
cion de Green de la ecuacién de Schrodinger:

2
l//l(t,x):—\%exp{ig—;%)——}. (14)

Los operadores l§, y B, son equivalentes relacionados
con el grupo N definido por la formula (4) como lo mues-
tran las formulas (7a) y (7b). Asf las funciones (13) y (14) son
equivalentes: véase los detalles en nuestro articulo [4]. En este
mismo articulo son también mencionadas algunas otras solu-
ciones exactas de la ecuacién (1), las que entran en esta misma
clase de equivalencia.

El conjunto de las soluciones de la ecuacién (1) que veri-
fican el sistema (12) con los operadores de simetria de segun-
do orden se separa en cinco clases de equivalencia conforme
al Teorema 1. Los operadores los mas sencillos de cada una
de las clases son enumerados en las formulas de (10a) hasta
(10e). Pasemos ahora a la resolucion del sistema (12) con los
operadores de segundo orden:

a) Sea la clase de equivalencia definida por el operador .
B= B + B Es facil verificar que la funcion siguiente
cumple el 51stema (12):

El;o(f—))”—;exp {—iiarctgt+it§2/2}, (15a)
F=x(l+e7)™2 (15b)

Wﬁ(’sx) =

La funcion @ ( £ ) verifica la ecuacién diferencial ordinaria:

D +(21-E)D=0 (15¢)
Las soluciones que se anulan al infinito se expresan por
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los polinomios de Tchebyshev — Hermite H (&) :el es-
pectro de los valores propios del operador mencionado es
discreto:

©, (E)=H,(E)exp{-¢7/2}, (16a)
A, =n+1/2, n=0,1,... (16b)

Las funciones (15a) se conocen en la literatura como las
soluciones coherentes de la particula libre; ellas representan
una base ortonormal. E]l movimiento es infinito (es “finito re-
lacionado con la coordenada” &).

b) Sea la clase definida por B= é; - 312 En este caso la
solucidn del sistema (12) se presente en la forma similar:

w, (1, x) =‘~§3—(§-‘—)I—,4—exp {=idarctht — it&? /2y (17a)
-2

fsx‘l—ﬁ‘_m. (17b)

La funcion @ ( £) verifica la ecuacién siguiente:

D'+ (2A+EHD=0. (17¢)

cuyos soluciones son las funciones del cilindro parabdlico.

¢) Sea el operador B= Bz 31 + f?, Bz. La solucién del
sistema (12) se presenta asi

D(&) (18a)

1/4
t

w,(t,x) = exp {—idInt +i&°/4},
E=xt"7?, (18b)
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D'+ (2A+E7/2)D=0. (18¢)

Las funciones @ ( &) de la ltima ecuacién como en el caso
anterior son las funciones del cilindro parabdlico. Observa-
mos que la integral de normalizacién no depende del tiempo
en ningun de estos tres casos.

d) Sea el operador B = Bl2 + B,. Este caso es particular
y la solucién del sistema (12) tiene propiedades que resultan
muy interesantes:

w,(t,x) =®(5)exp{-id t}, (19a)
§ZX—f2/2. (19b)

La funcion ® ( £ ) verifica la ecuacién de Airy:
O+ 2(A-&)D=0. (19¢)

La particularidad de esta solucion es que la densidad de
probabilidad | ¥ |2=|® (&) | depende s6lo de la combina-
cién & (t, x ) definida por la formula (19b). En consecuencia,
esta expresion no varia si & = const lo que significa que el
paquete de onda se propaga con una aceleracidon constante
(igual a la unidad) sin deformacién. Esta solucién paradéjica
se conoce en la literatura [5] y esta bien estudlada [8] Obser—
vamos que en la literatura se usa el operador B = B +c B
Nosotros mostramos que es importante distinguir el caso cuan-
do ¢ =0 (este es el caso (e) visto mds abajo). Nuestro Teorema
1 dice que el caso para cualquier constante ¢ # 0 es equivalente
al caso con ¢ = 1. Este resultado es nuevo.

e) La dltima clase de equivalencia de los operadores del
segundo orden tiene como el operador mas sencillo B= Bf
Esta clase es ¢l caso particular de los operadores de tipo
B= B + cB con la condicién complementaria ¢ = 0.
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Nuestro Teorema 1 precisa que los operadores de este tipo con
¢ =0y con ¢ # 0 no son equivalentes y por esta razon tenemos
que estudiarlos separadamente. Las soluciones del sistema
(12) con B= 312 son también ondas planas:

w,(t,x) = Aexp{ikx - iwt} + Cexp{ -ikx-iwt}, 1 =k’=20.
(20)

5. Resolucién exacta de la ecuacion de Hamilton
— Jacobi para un sistema aislado

La teorfa de Jacobi propone la resolucién de la ecuacion
de movimiento de una particula clésica (llamada ecuacién de
Hamilton — Jacobi):

88 08 8s 1({as)’
— + H|lt,x, — | = —+—-|—| = 0. @1
ot Ox ot 21 Ox

aqui H = p 2/ 2es la funcion de Hamilton para una parti-
cula libre y p =0 S/ 0 x. La existencia de las integrales de
movimiento ayuda a separar las variables en la ecuacion (21).
En general el problema clasico tiene la solucién exacta, cada
vez que el problema cudntico (la ecuacién de Schrodinger)
lo tiene. En este sentido vamos a seguir la estructura de la
seccion 4.

Empezamos por la resolucién de la ecuacién (21) para la sola
clase de las integrales de movimiento lineales respectivamente
con el momento lineal (los que corresponden a los operadores
de simetria del primer orden) con la variable fisica mas sencilla
B, = p (recordamos la correspondencia entre el momento lineal:
py el operador del momento lineal:— 1 d/d x ). La solucioén de
la ecuacion (21) en este caso serd:

S(t,x,p)=-wt+Ax; o=A"/2. (22a)
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Conforme a la teoria de Jacobi, la trayectoria de la particula
cldsica se encuentra al igualar la derivada de la funcion accién
S (t, x, A ) relacionando con el pardmetro A a una constante
cualquiera:

3S/6A4 = =At+x =8 = x(t,1,B)=At+ . (22b)

adonde la constante f tiene el sentido de la coordenada inicial
y la constante A tiene el sentido de la velocidad.

Es interesante observar que la otra integral de movimiento
lineal relacionado con p: B, = x - pt = A = const nos lleva a
otra funcién accion:

S=(x-2)/21 (23

La nueva funcién accién define la misma trayectoria libre

-

asl:

0S/0A=—(x-A)t=p = x(t, A, B)=-pt+A.(23b)

Al comparar con la expresién de la trayectoria (22b) cons-
tatamos que se trata del mismo movimiento de la particula
libre, pero el sentido de las constantes es inverso: aqui 3 co-
rresponde a la velocidad con el signo menos y A ahora tiene
el sentido de la coordenada inicial. La transformacién del gru-
po N correspondiente, es la rotacion en el espacio fasico en un
dngulode - /2

Esta observacion manifiesta la no unicidad de la funcién
accion: ella estd definida por los integrales de movimiento: las
diferentes funciones (22a) y (23a) llevan al mismo tipo de tra-
yectoria. Notamos también que la funcién de onda en el caso
cuasi-clasico se define por la funcién accion: W= Cexp { 1 S},
lo que corresponde a las formulas (13) y (22a) y de la misma
manera a las formulas (14) y (23a) respectivamente.
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Como en la seccion anterior pasamos ahora a la resolucion
exacta de la ecuacién de Hamilton — Jacobi para cada una de
las cinco clases de las integrales de movimiento cuadraticas
relacionado con el momento lineal. Como mencionamos arri-
ba, usando la correspondencia —1d/dx  p podemos pre-
sentar ahora las integrales de movimiento por:

B, =p B,=x-pt

a) Sea la clase representada por la primera integral de mo-
vimiento cuadratico con p:

B:Bg+Bf:(xvpf)2+p2:/1=const =

S(t,x,l)z——{—— z—iarclgti ! J.w/i(t:+1)—x:dx.

B X )
2(t° + 1) 2 7+ 1

Ahora la trayectoria la obtenemos de la relacion:

aS(t, x, 1)
EW

Esta relacion define el movimiento libre en la forma:

= f = const. (24)

(1, 4, B) = (YA cos28)t + [ sen2 .

b) Sea la clase representada por la integral de movimiento:

B:Bzz‘Bf:(x”Pl)z—pl:i:consf =

S(r,x,i):+x2+iarcthri ! }J-\lﬂ(r:—l)+x:dx.

2(t7 - 1) 2 t?

La formula (24) permite encontrar la trayectoria en este
caso:

(1, 2, By == A ch2p )i + (=% sh2p
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c) Sea la clase representada por la integral de movimiento:

B=B,B, +B,B,=2(x-pt)yp=A=const =

S(t, x, ﬂ,)——-x ﬂlnt+—j1/ ~8Atdx.

La trayectoria del movimiento libre se encuentra también
usando la formula (24):

x(t,4,8) = |22 exp(=B/2)|t+ J22 exp(B/2).

d) Sea la clase representada por la integral de movimiento:

B=B!+B,=p’+ x-pt =4 =const =

S(t,x,i)=—t-(—)f—-2:—/il —%i( llzj[4(/1-x)+z |

De la formula (24) encontramos la trayectoria de la parti-
cula libre en este caso:

x(t, 2, 8) = -Bt+(A- 7).

e) Sea la clase representada por la dltima integral de movi-
miento de (10e):

B=Blz=pzzl=const = S{t,x, A)==-2t/2 £ x.

Esta trayectoria definida por la condicién (24) es similar a
la trayectoria de la clase con B, =p, véase la formula (22b):

x(t, 4, B) = \/—Zf +2p \/7 - La correspondencia similar

la vimos en el caso cudntico.

Asi concluimos la bisqueda exhaustiva de las clases de las
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soluciones exactas de las ecuaciones de Schrodinger y de Ha-
milton — Jacobi definidas por los operadores de simetria (las
integrales de movimiento) de primer y segundo orden. Las
dificultades de la resolucidn exacta de las ecuaciones de mo-
vimiento cudntica y cldsica son considerables para el caso de
los operadores del tercer orden. Por ejemplo para las clases de
equivalencia 13 y 14 de la formula (9) de la primera parte de
nuestro articulo [7]: B St B , lasolucion exacta se encuen-
tra s6lo en la forma de la serie de potencias con los coeficien-
tes complejos: lo mostramos en nuestros articulos [9, 10].
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