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RESUMEN

Este articulo representa la primera parte de los resultados de nuestras
tltimas investigaciones. Actualmente el estudio de simetria de las ecua-
ciones diferenciales se considera como la etapa principal para abordar la
construccion de las soluciones exactas y también como el método de bus-
queda de los sistemas de coordenadas privilegiadas (los que permiten la
separacion de variables). En la seguna parte del articulo vamos a concen-
trarmos sobre estos temas; aqui s6lo estudiamos los operadores de simetria
y los clasificamos. Encontramos ocho agrupaciones de clases de equiva-
lencia de los operadores de simetria del tercer orden (estos resultados son

nuevos) y seis clases de equivalencia de los operadores del orden 1 y 2
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(estos resultados son presentados en la forma miés sencilla que los que se

conocen).

PALABRAS CLAVE

Simetria, ecuaciones de Schrddinger y Hamilton-Jacobi

Introduccion

Sea la ecuacion de Schrodinger para una particula libre en una
dimension:

A\y-_——. i—a~ +-1—a—22 y({t,x) =0
at 2 0x M

El problema de resolucién exacta de esta ecuacion y el es-
tudio de su simetria fue planteado y estudiado durante varios
decenios: véase [1, 2] y su bibliografia, nuestros articulos [3,
4], etc. Por ejemplo, fueron construidos los operadores de
simetria hacia segundo orden y encontradas las soluciones in-
teresantes [5]. El problema de clasificacidon de los operadores
de simetria (las primeras integrales de movimiento) para una
particula cudntica fue planteado en nuestro articulo [6] y de-

sarrollado en [4].

En este articulo presentamos el estudio sistemdtico de la
clasificacion de los operadores de simetria hacia tercer orden,
encontramos los resultados nuevos y ordenamos, precisamos

y corregimos los resultados conocidos.
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1. Las transformaciones de equivalencia

Planteamos el problema de las transformaciones que no va-
rian la estructura de la ecuacion (1). Aplicdndole a la ecuacién

(1) 1a transformacidn siguiente:

£ =1(1),
» = x’(t, x)
v (1, x)’:a(t,x)w’(t" x/) ‘(2)

e imponiendo la conservacion de la estructura de la ecuacion
(1) encontramos dos subgrupos de transformacién:

1) Grupo de Galileo G:

f=a’(r-t,), (3 a)
¥=a(x-pt-x,), (3 b)
p?

v, x)=y({, x) exp{z’ -é—t -ipx } (3 ¢)

2
a(t,x’):exp{—i%wripx}. (3d)

aqui o (o #0),1,, p, x, son las constantes cualesquie-
ra. Observamos que la constante o puede tener cualquier
signo y la transformacioén (3) incluye la reflexién de la coor-

denada x.
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2) Grupo discreto N: {v v?,v?.v* 1 cuya transfor-

macién “puntual” vV se define asi:

' =-1/1, (4 a)

xX'=x/t. (4b)
, x|

v(t, x)=w(t,x)\/7¢><p{—i—i; } (4¢)

a(l,x)=:/}_? cxp{ 1%} (4d)

Notamos que v * representa la transformacion idéntica
y v’ describe la reflexion de la coordenada x y ala multi-
plicacién simultanea de la funcion de onda por —i. Esficil
verificar que la ecuacion (1) se transforma en cada caso de la

manera siguiente:

1 Y
(;‘—?- + ‘;‘%T @, %) =a(z,x).s‘(:)(i-a—a;7 +%£7;)w’(t', x) = 0,

3t

donde s2()=dt/dt#0 y lafuncion a(s.x) estd
definida por las relaciones (3 d) y (4 d).

Las mencionadas transformaciones se conocen en la li-

teratura [1-3], pero tal representacion sistemadtica es nueva.
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Usando el grupo total de transformaciones de equivalencia

G ® N podemos realizar la clasificacién de los operadores

de simetria.

2. Clasificacion de los operadores de simetria del

primer orden

Usando la condicidn de conmutacién con el operador de la

ecuacion (1): [ A, B ] =0 buscamos los operadores lineales

con respecto al momento:
. 9
=—o(t,x)i— +B (¢, x).
dx

Se conoce que el resultado se presente como la combina-
cion lineal de tres operadores de base:

~

B=mf3, +nf32 +rf33 (m,n,r—cof;st) (5a)

ﬁls~ii E2E it—a—+x, ﬁl
dx

1. (5b)

Aqui el operador de simetria EI corresponde a la ley de
conservacion del momento lineal y el operador ]§2 alacon-
servacion de la coordenada inicial. El operador 1§3 es ope-

rador trivial: es evidente que cualquier constante estd en con-
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mutacién con un operador lineal. Estudiamos ahora la trans-
formacion de estos operadores generada por cada subgrupo de

equivalencia:

1) Sea el subgrupo G:

a"ﬁla(t,x)=°’vﬁ’1+19 = o(-i8/9x )+ p (6 a)

a’B,a(t,x) =a™ By —at, B+ x, (6 b)

Concluimos que sien (5 a) n# 0, entonces por la eleccion
ty,=m/no Yy nx,=-r siempre es posible eliminar los
términos con fsl , B ,- Si n=0 entonces se queda sdlo el
operador }§1: el término con 1§3 se elimino por la eleccién
de la constante p. Entonces el subgrupo G permite reducir
todo conjunto de los operadores de tipo (5 a) a sélo dos cla-
ses, cuyos representantes mds sencillos son B 5y ]:’»l (aqui
despreciamos los primas en los operadores). Vamos a ver que
estas clases son equivalentes relacionadas con las transforma-

ciones del subgrupo N.

2) Sea el subgrupo N:

a' B, a(t,x) = B, =ifd/ox + % (7 a)

a’lﬁza(t,_x) = ~I§'l (7 b)



El hecho de que el subgrupo de equivalencia (4 a) y (4 b)

transforma mutuamente ﬁl en B, y viceversa, estd demos-
trado en nuestro articulo [4]. Asi concluimos que todos los
operadores de tipo (5 &) entran en una sola clase de equivalen-
ciarelacionada con el grupototal G ® N cuyo representante

mds sencilloes B, (o B,, anuestraeleccion).

3. Clasificacion de los operadores de simetria hacia

tercer orden

Buscamos un operador de tercer orden:

3

- 9 3 . 3 . d
B= m(:,x)—a—;T—b(t,z)a—;; -ie (r,x)§:+d(t, x) +if(t, x) o

ot

de la condicién de conmutacion [ A,B ] =0. Después de
cdlculos sencillos obtenemos las funciones: a, b, ¢, d, f, lo
que nos permite presentar dicho operador como una combina-

cién cubica de tres operadores de base (5 b):

-~ ~

B=pBl+ B(B}B, + ,§§)+7(BZB, +f2,f3,’)+8é,’ +
+e§}+§(f§‘,§,+§,l§,)+ nB? +vB, +1nB,+0 B, (8)

sl

donde las constantes p,B,Y,6,¢€,&, n,v,n,0 son
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cualesquiera. Ahora con la transformacion (3) del subgrupo
G vy las formulas (7) empezamos la clasificacion de los opera-

dores de simetria de tercer orden (8):

2. éi—(ézéf+éf§2)+méi+ B2 +vB, +1B,,
3. B+ B} +uB?+vB, +1B,,
4. é§—§f+ul§f+v}§2+nl§l,
5.8+ uB+vB, +nB,,
6. B2B, + BB + B} + nB} +vB, +1B,, 9
7. B2B, + B B2 - B>+ pB} +vB, +1B,,
8 B2B,+B, B2+ uB?+vB,+nB,,
9. ”2A3+Af1§2+ B2 +vB,+mB,,
10. B,B2 + B!B, +vB, +nB,,
+nB,

11. B + B
12. Bf +M

Aqui ®.[.V.,7 son las constantes (los pardmetros) cua-
lesquiera. Si en la formula (8) todos los coeficientes delante

de los operadores de tercer orden se anulan, pasamos a la cla-

sificacion de los operadores de segundo orden:
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1. B + B?, (10 a)
2. B2 - B, (10 b)
3. B,B, + B, B, (10 ¢)
4. B! +B,, (10 d)
5. B?. (10 ¢)

También conocemos del parrafo 2 que todos los operadores del

primer orden se agrupan en una sola clase de equivalencia:
1. B,. (11)

Ahora podemos establecer equivalencia de algunas clases
de los operadores de simetria usando las transformaciones del
subgrupo N (4) y las formulas (6). Asi encontramos que las
clases 9 y 10 de los operadores del tercer orden de las formu-
las (9) son equivalentes a la clase 8 para los valores especificos
del pardmetro . De la misma manera, las clases 11y 12 de
las formulas (9) entran como casos particulares en la clase 5.

Estos resultados permiten formular el teorema siguiente.

Teorema 1. Sea el operador A dela ecuaciéon (1). Todos
los operadores lineales diferenciales hacia tercer orden que
conmutan con A entran en una de 14 clases de equivalencia

siguientes:
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los operadores del tercer orden: clases de 1 a 8 de la formula (9),

los operadores del segundo orden: clases de 1 a 5 de la formula (10).

los operadores del primer orden: una sola clase de la formula (11).

Notamos que todas las clases de los operadores del tercer
orden son parametrizadas por tres 0 cuatro parimetros cua-
lesquiera, lo que significa que en realidad tenemos no ocho
clases, sino ocho agrupaciones de clases de equivalencia de
los operadores de simetria. Contrariamente a este hecho, los
representantes mas sencillos de seis clases de equivalencia de
los operadores del primer y del segundo orden no tienen nin-

gun pardmetro.

En nuestro articulo [3] encontramos todas las 5 clases de los
operadores del segundo orden, pero los representantes men-
cionados contienen algunos pardmetros. Aqui comprobamos
que estos resultados se pueden simplificar: véase la formula
(10). La soluci6n particular de la ecuacién de Schrodinger (1)
en la forma de una onda sin dispersién del articulo [5] también
entra en nuestra clasificacion mientras que sea parametrizada:
la integral de movimiento correspondiente entra en la clase de

equivalencia 4 de la formula (10).

Ademds en nuestro trabajo antecedente [3] hacemos la dis-
tincion entre las clases I§| y Ez de los operadores del pri-
mer orden. El estudio actual muestra que éste es inditil visto
que estos operadores son equivalentes con respecto al subgru-

po N. La clasificacion de los operadores de simetria hacia el

I
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segundo orden mencionada en el libro [2] no corresponde a
la nuestra porque estd hecha en funcién de la posibilidad de
separar las variables en la ecuacién (1). Observamos que el
autor menciona también seis clases de los operadores del se-

gundo y del primer orden.

Concluimos que la clasificacién definida por el Teorema |
contiene todos los casos conocidos en la literatura de los ope-
radores de simetria y es mds compacta que ciertas clasificacio-
nes antecedentes. Todos los resultados relacionados con los
operadores del tercer orden son nuevos. También podria ser
interesante estudiar los operadores de simetria que no estan en
conmutacién con el operador A de laecuacién (1), sino solo

en el caso cuando el conmutador sea proporcional a A .
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