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DERIVADA GENERALIZADA

DANIEL BAEZ

Introduccion

Los finales del siglo XIX y los inicios del XX fueron en
extremo importantes para el avance de la ciencia en general y
particularmente_de la Matematica. Grandes fueron los aportes de
las escuelas francesa, alemana, rusa e italiana.

Estas contribuciones se pueden ver en dos vertientes: en lo
extensivo y en lo intensivo o lo que es igual, hacia la generaliza-
cion y hacia la delimitacion de los campos. En lo relaivo al ana-
lisis, por ejemplo: para tomar una area, podrfamos hacer una aco-
tacion entre Cauchy y Sobolev. Fijemos el inicio en los trabajos
de Cauchy sobre convergencia uniforme de funciones lo que seria
mas tarde sistematizado por Riemann y Weierstras. Entre los ele-
mentos de esa sucesion de personajes y hechos podnamos mencio-
nar entre otros, los trabajos de Arzela y Dini, qunenes determina-
ron las condiciones necesarlas para que el limite de funciones
continuas sea continuo, asi como los de Ascoli sobre equiconti-
nuidad.

El nacimiento de la Topologla, con Riemann y la nocion de
espacio metrico con Frechet, mas tarde desarrollada por Hausdorff
crean el ambiente propicio para el nacimiento de la I:eona gene-
ral de los Espacnos Vectoriales Topologlcos. Esta teorfa general
ligada a la nocion de espacio meétrico fue introducida por Banach
en el campo de los espacios fundamentales. No menos importan-
tes fueron los trabajos de Hilbert, como no menos determinantes
los de Lebesque. Siguiendo esa lista casi interminable de persona-
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jes y aportes se llega a nuestros tiempos donde se introduce la
nocnon de funciones generalizadas o distribucion sistematizadora
Sobolev, en el afio 1930.

La generahzacxon del concepto corriente de funcion se hizo
necesaria en analisis, no solo por la matemauca misma, sino por
la exigencia que de ello ha hecho la practica. Por ejemplo el
tratamiento de funciones pulsos en fisica o funciones de distribu-
cion en probabilidad. Ocurre que en estas areas y en muchas
otras ya no era suficiente el concpeto corriente de funcion como
la regla que asigna a cada elemento X del dominio un elemento
y de la |magen. Para el caso de la teoria de probabilidad, se
conoce que si Oéi)( (’efme una funcion de distribucion de probabili-
dad, entonces —-="= P(x) donde la P(x) es la densidad de proba-

bilidad. Si la funcxon de distribucion de probabilidad ¢ (x) es dis-
continua en un numero finito de puntos, o si existen puntos de
picos en la grafica de (x), entonces esto no seria poslble por
el concepto corriente de funcion, pues en este caso se exige la
continuidad del dominio y la suavidad de la curva.

Para el caso de las funciones pulsos en Fisica, se tiene el
concepto de funcion impulso, denotada por §(t) (Delta de Dirac) Ly
que se define cgmo un pulso de amplitud infinita y de duracion
cero. La dificultad estriba en que esta funcion no puede definir-
se, en la forma corriente de: asignacion de punto a punto.

Para solucionar los problemas anteriores se introdujo el con-
cepto de funcion generalizada (Distribucion).

Funcion de Prueba
Sea @ cR" (Espacio euclideo n dimensional) y sea F una fun-
cion definida sobre Q y evaluada sobre los complejos, entonces se
llama soporte de F, denotadq por SuppF a la clausura en Q de
= {x/f(x) # 0}. Una funcion de prueba sobre Q, es, por defini-
cion, una funcion de C* (Q), espacio de funciones continuas cu-
yas derivadas de cualquier orden son tambien continuas. El espa-

cio vectorial de toda funcion de prueba se denota por C% Q) o
D(Q). Un ejemplo muy clasico de este tipo de funcion es:

I/ 2
M-t Juy<

s

0 st /2%
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Esta es una funcion C® (Q), lo que esta condicionado por el
exponencial, y ademas posee soporte compacto, ya que 6 (x) no s
cero en /x/<a cuya clausura es /x/<a y por Heine Borel (x/<a :s
compacto. :

Funcion Generalizada

Sea @ R" se llama funcion generalizada sobre Q a toda fun-
cional lineal continua (En el sentido T(e)+ T(e)) sobre el espacio
D(Q). EI espacio vectorial de todas las distribucines se denota por
D'Q) y en consecuencia es el dual topologico de C;‘ (Q).

Por ejemplo: Sea B el espacio de funciones localmente in-

loc
tegrables sobre Q, entonces la funcional Tf(G): BioeC definida por
la expresion:

rf(e) = f;(x) @ (x) dx, f¢ B'OC(Q) yVe(x)écd;(q)

define una funcion generalizada sobre Q. Por comodidad, regular-
mente, estas distribuciones se denotan por <f, 8> y son llamadas
regulares, en oposicion a otras distribuciones que no vienen defi-
nidas por la expresion anterior y a las que se les llama singula-
res, por ejemplo:

Sea f(x) = 1/x, esta funcion no es localmente intégrable en
R; por tanto, no define una distribucion de acuerdo a la expre-
sion <f,9 > vista anteriormente; pero sin embargo, para cada

°€C:(Q) la integral g: 0(x) ldx existe y es finita en el
x

sentido del valor principal de Cauchy, en efecta.

0 b y
Swo(-) GLI S 0(x) <dx; pues 6(x) se anula fuera de (a,b).
[ ]

S-::O(u) 10x - S: ox) Jox = g5 ‘{S:-.‘m wn o §:°t.%l‘}

Integrado por parte en cada termino.

. € L
lim [o(-()ln. € - §.'(u) ln /x/dx - 8(E)bn € - XO'(::) In .-/-/an
£ o
poniendo  #(x) = 6(0) + xp(x) : §(0) = o' (0)

y sustituyendo tendremos:
- 0(-€) = 0(0)-EG(€) ; 0(E) = 0(0) +EG(E)
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3 N
=Lls oEo(o) -ES(E)JL.--S‘ o' (x)1n/xsax -[000) +€5(€)] 1ng

- gv (x) ln/uldx]

- € b
- lim EIES(f)InE- s 0'(x)In/x/dx - i 0‘(:)!1\/:/4:]
()

€0
e Vim |-2€ & (€)In€ - EO‘(l)ln/uldl =) o' (x)in/nsdx
E->0 (3 £

b b
- - ; 0'(x)In/x/dx - S 8'(x)In/x/dx » - S 0'(x)In/x/dx
0

la cual es una integral que existe y esta definida. Por tanto,
F(x) = = define una distribucion singular sobre D(R).

Otro ejemplo de funcion generalizada singular es:

La funcion delta (§) de Dirac, esta distribucion se define
para toda 8eD(Q);8: D (@)~ C por §,(C) =0 (0) y mas generalmen-
te 8a (8) = §(a), es la distribucion dada por la medida de Dirac
concentrada en el p(t)mto a. Estas funcionales se expresan gene-
ralmente por &6 —S 0 (x) 8 (x) dx y por a(x) =S°° S(x-2)6(x)
dx. 00 00

Sobre el espacio de las funciones generalizadas se pueden
realizar multiples operaciones, en especial dos de las operaciones
fundamentales del analisis que son: a) El paso al limite; se dice
que la sucesion de funciones generalizadas {fn}convergera f,
cuando para cada C_ (@) se cumple la relacion{fn, @ q Q)Y
b) Derivada de funcionés generalizadas. < ' )-’ ! )

Derivada de una Distribucion

Sea Tf €D' (Q) la derivada parcial de Tf con respecto a la
variable Xk,( 1€ k<€ n)es la distribucion 8T ¢/3 Xy, definida por la

bb%_ - - (s, %:_k) Yo e 0.
k

formula
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Muchas veces se identifica a la distribucion T por la funcion
f que la genera, asi al hablar deT (8) « {f,e); podemos tam-
bien hablar de la distribucion f. De este modo al definir la deri-

vada de T,%—x— , podemos simbolicamente representarla tambien

por.br (Nk ’ . - (f. 90 )Vo ec°°(q)

Esto podna interpretarse de la sngunente manera, si T (0) =& ,0)
entonces

T, (8)

-Tk—- [ ] -<f 9') - Hf(e') -(-f.e’-(’.o) =Hg(9):
g es la derivada de f en el sentido de la distribucion. Suponga-
mos que f es clasicemente diferenciable sobre Q, entonces:

o1 of PT)
<57: ’ °> bl m’ 4 e(x)dx - f(x)O(x)l - Qf' mdx-

do ¢ ' ()
Scf.g—:—kdx - -<f'a§_g_k>

Como se ve la derivaga en el sentido de las distribuciones
coincide con la derivada clasica de f.

para el caso de derivadas de ordeno(.( ﬂ& o(n)
de T€D'(Q),se sigue por induccion que (3 f 0) _,)

£ 3. o € ),

lo que nos permlte obtener la derivada parcial de cualquier orden
de una funcion sin necesidad de pasar por las derivadas sucesivas.
Esta propiedad es importante, sobre todo para el caso de funcio-
nes clasicamente diferenciales. .

Un ejemplo muy util, en el caso de derivadas, se presenta
con la derivada generalizada de funcion de Heaviside. Esta fun-
cion esta definida por la expresion:

\ si xp 0
Y(x) =
0 si n L0

y cuya representacion grafica es:
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Sea@(x) € c:o(q) ; QC R, entonces se define la distribucion

ny(e) = {y,8) . La derivada en el sentido de la distribucion
d H (0)

—— = - &vix) 00 (x))

0 0
= -Jo y(x)0'(x)dx --(f y(x)0'(x)dx +f y(x)O'(x)dx)

=00 0 200

(] 0
pero S) y(x)0'(x)dx -g 0'(x)dx = lim 8(x) I lim

0 b -¥ 00 b— 00

(s(b)-0(0)) = -0(0)

Y J" y(x)8'(x)dx = foo 0'(x)dx = 0

=00 00

L S y(2)8'(x)dx = - (-e(o)) = 0(0) = So(o)
00

De donde concluiremos que la derivada, en el sentido de la
distribucion de la funcion de Heaviside es la distribucion delta de
Dirac.

Explotemos un tanto mas el caso de la funcion de Heavisi-
de. Analizaremos lo que ocurre en el punto X=0, con la derivada
generalizada. Denotemos por [Y' (x)]su derivada y por Jo su sal-
to en la discontinuidad. La acotacion de la denvada clasica en

- {0} garantiza que ella genere una distribucion aqui.

d H_(0)

0
—1',"—' - (Y(x). 9'(x)> - - Sl y(x) g% dx = -

-00
dé 0
f 7(")3; dx + g’ y(x)—:-:-dx
-00 0
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0 b
g v(x) Lax o tim [y(x) 0(x) - f[y-(x)] O(x)dx.}
0

0 b-> 00

b~) 00

= lim ()mw)f [y-(x)] 8(x)dx - y(x+0)e(0)
- gp [y'(x)] 0(x)dx - y(x+0) 6(0)
0

0
Y 5:0 y(x)a-x dx -bl—')"(')o[y“) 6(x) -![y'(x)] 8(x)dx ]b
. 0
- ;':) .ooty(x - 0) (o) - X [y'(xlﬂ(x)dx - V)Z)O(b)

y(x - 0)e(o) - foo [v'(x)]e(x)dx

d H_(6)

0
——de— - -(y(x). G'(x)) - -(-i [y'(x)] 0(x)dx

- y(x + 0)6(0) +y(x - 0)o(0) - g [y'(x)] O(K)dx)
0

0
-i ty'(x)._\ 8(x)dx + y(x + 0)8() - y(x - 0)6(0) +

jfo [y'(x)] 0(x)dx

du(o) S’

=00
e o d H_(e)
y(x 0):) .11_ - (y (x), 0(x)> = &)(Q)JO
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Este resultado podriamos interpretarlo diciendo que la deriva-
da en el sentido de las distribuciones, de la funcion Y(x) es igual
a la derivada clasica mas la funcion delta en el punto de discon-
tinuidad, por el salto en dicho punto. Observe que donde la fun-
cion es continua Jo = 0 y, la derivada generalizada coincide
con la derivada clasica. Donde es discontinua la clasica no existe
y el salto Jo = 1 y, la derivada generalizada sera So (6).

Conclusion

Hay un compromiso no escrito entre las diferentes areas del
saber y la Matematica, de tal modo que cualquier nuevo resulta-
do’ en esta. se proyecta al campo de las ciencias _del mismo modo
que cualquier respuesta a los problemas en las areas no se hace
a expensas de la Matematica, de aqui que el papel del matemati-
co se ha tenido que ir conduciendo en estas dos vertientes. En
todo caso, la tendencia ha sido la generallzacmn que hemos estu-
diado, un tema que tuvo su origen en la Fisica y que la Matema-
tica se ha encargado de sistematizar.

Indudablemente que las funciones generalizadas y las opera-
ciones que sobre ellas se han estudiado fueron en gran medida
una ayuda para el planteo y solucion a problemas tales como:

a) Calculo de las respuestas al impulso en sistema de tiempo
continuo.

b) Convulsion del impulso con sistemas variables en el tiempo.
En este aspecto hay que destacar el uso que de las funciones ge-
neralizadas se ha hecho para resolver ecuaciones diferenciales
parciales, dado que ha sido el area de aplicacion que mas ha es-
timado la sistematizacion y desarrollo de las funciones genera-
lizadas.
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